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RESUMO

Este trabalho apresenta uma revisdo de literatura sobre a inferéncia bayesiana, uma
abordagem poderosa na andlise estatistica moderna. A inferéncia bayesiana,
diferentemente da abordagem frequentista tradicional, incorpora probabilidades
subjetivas e conhecimento prévio para atualizar crencas sobre parametros desconhecidos
com base em novas evidéncias. Esta metodologia ¢ particularmente til em cenarios onde
a disponibilidade de dados ¢ limitada ou quando ¢ crucial considerar informagdes prévias.
Além da extensa revisao foram realizados dois estudos de simulacao que exemplificam o
uso das prioris conjugadas para estimar a probabilidade de sucesso em experimentos
binomiais e a aplicagdo do amostrador de Gibbs em um modelo de regressdao linear
simples. Por fim, as consideracdes finais abordam tanto as vantagens quanto as limitacdes
da inferéncia bayesiana, destacando seu potencial em areas como machine learning e
modelagem preditiva, enquanto discute propostas para futuras pesquisas, incluindo o uso
de técnicas avancadas de Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) como
o algoritmo de Metropolis-Hastings ¢ o Monte Carlo Hamiltoniano. Este estudo ndo
apenas reforca a importancia crescente da inferéncia bayesiana na analise estatistica
contemporanea, como também destaca seu papel crucial na formulacdo de modelos
robustos e adaptativos para problemas complexos em diversas disciplinas cientificas e
praticas aplicadas.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, Simulagdo, Prioris Conjugadas, Amostrador de

Gibbs



ABSTRACT

This paper provides an review of Bayesian inference bibliography, a powerful approach
in modern statistical analysis. Unlike traditional frequentist methods, Bayesian inference
incorporates subjective probabilities and prior knowledge to update beliefs about
unknown parameters based on new evidence. This methodology is particularly useful in
scenarios with limited data availability or when considering prior information is crucial.
In addition to the comprehensive review, two simulation studies were conducted to
illustrate the use of conjugate priors for estimating success probabilities in binomial
experiments and the application of the Gibbs sampler in a simple linear regression model.
Finally, the concluding remarks discuss both the advantages and limitations of Bayesian
inference, highlighting its potential in areas such as machine learning and predictive
modeling, while proposing avenues for future research, including advanced Markov
Chain Monte Carlo MCMC techniques like the Metropolis-Hastings algorithm and
Hamiltonian Monte Carlo. This study not only underscores the growing importance of
Bayesian inference in contemporary statistical analysis but also emphasizes its critical
role in developing robust and adaptive models for complex problems across various
scientific disciplines and applied practices.

Keywords: Bayesian Inference, Simulation, Conjugate Priors, Gibbs Sampler
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1 INTRODUCAO

A analise estatistica desempenha um papel fundamental em diversas areas do
conhecimento, permitindo a coleta, organizagdo, interpretagao e apresentagdao de dados.
Ela se divide em duas grandes categorias: a analise descritiva e a andlise inferencial.
Enquanto a anélise descritiva se concentra em resumir ¢ descrever os dados coletados, a
analise inferencial vai além, utilizando esses dados para fazer previsdes ou inferéncias

sobre uma populagdo mais ampla.

A andlise inferencial ¢ um processo critico na estatistica, pois visa inferir parametros
desconhecidos de uma populagdo com base em dados amostrais. Em outras palavras,
busca-se tirar conclusdes sobre uma populagdo com base em uma amostra representativa.
A andlise inferencial pode ser abordada de duas principais perspectivas: a frequentista e

a bayesiana.

A inferéncia frequentista ¢ a abordagem tradicional e mais amplamente utilizada na
estatistica. Ela se baseia na frequéncia ou propor¢ao de eventos observados em amostras
repetidas. A inferéncia frequentista faz uso de estimadores pontuais, intervalos de
confianca e testes de hipdteses para tirar conclusdes sobre a populacdo (LUNN et al.,

2012).

Por outro lado, a inferéncia bayesiana adota uma perspectiva diferente, incorporando
a probabilidade subjetiva. A inferéncia bayesiana utiliza o Teorema de Bayes para
atualizar a probabilidade de uma hipodtese a medida que novas evidéncias sdo obtidas.
Essa abordagem permite a inclusdo de informacgdes a priori, ou seja, conhecimentos
prévios sobre o fendmeno estudado, para refinar as estimativas e inferéncias

(BERGER, 1985).

O historico da inferéncia bayesiana remonta ao século XVIII, com os trabalhos do
reverendo Thomas Bayes. No entanto, foi somente no século XX, com o avanco dos
computadores ¢ dos métodos numéricos, que a abordagem bayesiana ganhou maior
destaque e aplicabilidade pratica. A flexibilidade e a capacidade de incorporar
conhecimentos prévios tornaram a inferéncia bayesiana uma ferramenta poderosa em

diversas areas, como biologia, medicina, economia e engenharia (PRESS,2003) .



Entre as principais vantagens da inferéncia bayesiana destaca-se a auséncia de
necessidade de pressuposi¢des rigidas sobre a distribuicdo dos dados, algo que muitas
vezes ¢ exigido na inferéncia frequentista. Além disso, a inferéncia bayesiana permite
uma interpretagdo mais intuitiva das probabilidades e a possibilidade de mensuracao da

incerteza

O objetivo deste trabalho ¢ realizar uma revisdo bibliografica sobre a inferéncia
bayesiana e conduzir estudos de simulacao para demonstrar suas aplicagdes e vantagens.
Através desta revisdao e dos estudos de simulacdo, o presente estudo visa aprofundar a
compreensdo sobre as metodologias bayesianas e suas contribuicdes para a analise

estatistica moderna.

Este trabalho esta estruturado em cinco sec¢des principais. Inicia-se com a presente
Introdugao, seguido pelo Desenvolvimento, onde ¢ realizada uma revisao detalhada da
literatura sobre a inferéncia bayesiana, destacando seus principios, vantagens e
aplicagcdes. Em seguida, uma descri¢ao da metodologia utilizada. Posteriormente, sao
conduzidos estudos de simulacao para que possamos observar na pratica o funcionamento
do amostrador de Gibbs e das prioris conjugadas. Por fim, nas Consideracdes Finais, sdo

discutidas as conclusoes e dificuldades do trabalho e sugestdes para pesquisas futuras.
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2 DESENVOLVIMENTO

A inferéncia Bayesiana ¢ uma abordagem estatistica que permite atualizar a
probabilidade de uma hipdtese a medida que novas evidéncias ou informagdes se tornam
disponiveis. Baseia-se no teorema de Bayes, que formaliza o mecanismo de ajuste de
nossas creng¢as a luz de novos dados, que de acordo com Gelman et.al.(2013) ¢

formalizado da seguinte forma:

P(E|H).P(H)

P(HIE) = P

Em que temos:

oP(H|E): é a probabilidade posterior da hipotese H dada a evidéncia E;
eP(E|H): ¢ a probabilidade da evidéncia E sob a hipotese H;
eP(H): é a probabilidade anterior da hipdtese H (antes de observar a evidéncia E);

oP(E): é a probabilidade da evidéncia E.

2.1 INFERENCIA BAYESIANA VS INFERENCIA FREQUENTISTA

Para escolher qual abordagem utilizar, ¢ essencial compreender as diferengas entre
a inferéncia bayesiana e a inferéncia frequentista. Essa diferenciacao pode ser feita com
base nos principios fundamentais de cada abordagem, conforme exposto por Casella e

Berger (2013), e apresentados a seguir.
I- Principios frequentistas:

e Probabilidade refere-se a frequéncias relativas no longo prazo. As
probabilidades sdo propriedades objetivas do mundo real.

e Parametros sdo constantes fixas e desconhecidas. Como eles ndo flutuam,
ndo se podem fazer declaragdes uteis de probabilidade sobre os pardmetros.

e Procedimentos estatisticos devem ser desenhados para ter propriedades de
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frequéncia bem definidas no longo prazo. Por exemplo, um intervalo de
confianga de 95% deve conter o valor verdadeiro do parametro com uma

frequéncia de pelo menos 95% em repetigdes infinitas do experimento.
I1- Principios Bayesianos

e A probabilidade descreve o grau de crenga, ndo a frequéncia limitante.
Assim, pode-se fazer declaragdes de probabilidade sobre vérias coisas, ndo
apenas sobre dados sujeitos a variacdo aleatoria. Por exemplo, pode se dizer
que "a probabilidade de Albert Einstein ter bebido uma xicara de cha em 1° de
agosto de 1948" ¢ 0,35. Isso ndo se refere a nenhuma frequéncia limitante.
Reflete minha forca de crenga de que a proposigao ¢ verdadeira.

o E possivel fazer declaracdes de probabilidade sobre parametros, mesmo
que sejam constantes fixas.

e Realizam-se inferéncias sobre um parametro 6 produzindo uma
distribuicao de probabilidade para 0. Inferéncias, como estimativas pontuais e

intervalos de credibilidade, podem ser extraidas dessa distribuigao.
2.2 0 METODO BAYESIANO

No contexto bayesiano, o que se busca ¢ uma maneira de modelar crengas prévias

e as implicagdes dessas interagdes entre os fatores antes conhecidos e aqueles observados

(KRUSCHKE, 2014).

Do ponto de vista de Gelman et.al. (2014), a inferéncia bayesiana oferece uma
maneira elegante agregar conhecimento prévio com dados novos, permitindo a realizagao
de inferéncias sobre parametros desconhecidos de forma continua e dinamica. Essa
abordagem ¢ particularmente poderosa em contextos nos quais o conhecimento prévio ¢
valioso e onde a incerteza € intrinseca ao problema. A flexibilidade e a capacidade de
atualizar crengas a medida que novas informagdes sdo adquiridas fazem da inferéncia
bayesiana uma ferramenta essencial em muitas areas da estatistica moderna e da ciéncia

de dados.

Dessa maneira ¢ introduzida a fungao de verossimilhanca. Essa seria a funcao da

qual tem-se que seu produto pela priori € proporcional a posteriori, que seria o resultado
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da atualizacao da crenga (priori) pela observagao realizada (verossimilhanga).

A constante de propor¢ao ¢ um componente essencial na inferéncia bayesiana,
assegurando que a distribuicao a posteriori seja uma distribui¢ao de probabilidade valida.
Ela integra a informac¢do da priori e da verossimilhanca, permitindo que atualizemos
nossas crengas sobre os parametros de maneira consistente e robusta. A normalizacio
proporcionada por essa constante ¢ fundamental para a interpretacao e comparagdo de

modelos bayesianos.

Como na otica escolhida nosso pardmetro passa a ser uma variavel aleatoria
associada a ela ha uma distribuicao de probabilidade. Faz sentido agora modelarmos essa
distribuicao, baseado em nossa crenga e conhecimento a respeito do fendomeno em
questdo, que descreva o comportamento aleatorio do nosso parametro a ser estimado. Essa

distribui¢do ¢ conhecida como priori.
2.3 PRIORI

A introdugdo da distribui¢@o a priori ¢ a novidade trazida pela analise bayesiana
em comparagdo com a analise classica. Além disso, ela ¢ o aspecto mais relevante e
frequentemente alvo de criticas na andlise bayesiana. Uma preocupagdo com essa
distribui¢do ¢ que ela deve refletir o conhecimento prévio sobre a quantidade
desconhecida 0, antes de se fazerem observagoes. A determinacao dessa distribui¢ao ¢
geralmente subjetiva, mas € possivel utilizar dados observados anteriormente para defini-

la (CASELLA e BERGER, 2013).
Nas Subsegdes a seguir, serd abordado alguns dos principais tipos de priori.

2.3.1 Priori de Jeffreys

A priori de Jeffreys ¢ uma escolha especifica de distribuicao a priori utilizada na
inferéncia bayesiana, proposta por Harold Jeffrey em 1961. E projetada para ser ndo
informativa, ou seja, para introduzir o minimo de informagao possivel sobre o pardmetro
desconhecido, a fim de que as conclusdes sejam dominadas pelos dados observados. A
priori de Jeffrey’s ¢ derivada a partir da matriz de informacao de Fisher e ¢ invariavel sob
transformagdes reparametrizantes, o que a torna uma ferramenta Util e objetiva em

diversas aplicacdes estatisticas. (JEFFREYS, 1961)
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Segundo Batista (2021), temos:

P(0) =+/1(8)

Onde:

e (Caso uniparamétrico I(0), Informagao de fisher é dado por:

6 2
1(6) = E[(Ezn f(x|9)> |el

e (Caso multiparamétrico, a matriz de informagao de Fisher ¢ dada por I(0), na qual

o ij-ésimo elemento da matriz ¢é:

Sinf(x|0) Slnf(x|6) 0
56; 66, | )

1;;(0) = E(

2.3.2 Prioris nao informativas

Uma "priori ndo informativa" ¢ um tipo de priori que representa uma auséncia de
conhecimento pré-existente ou uma falta de informacdes especificas sobre o parametro

em questao (GELMAN et al., 2013).

Basicamente, ao utilizar uma priori ndo informativa, assume-se que todos os
valores possiveis do parametro tém a mesma probabilidade antes de analisarmos os dados.
Isso permite que os dados coletados desempenhem o papel principal na definicdo das

conclusoes.

Por exemplo, se quisermos estimar a probabilidade de um evento, como a chance
de um time ganhar um jogo, € ndo temos informagdes prévias sobre os times, podemos
adotar uma priori ndo informativa. Isso significa assumir que a probabilidade de vitdria
pode ser qualquer valor entre 0% e 100%, todos com a mesma chance. A medida que
obtemos dados (como resultados de jogos anteriores), esses dados comegam a "informar"

nossa estimativa da probabilidade.
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A utiliza¢dao de uma priori ndo informativa assegura que as analises sejam guiadas

principalmente pelos dados observados, reduzindo a influéncia de suposi¢des iniciais.

2.3.3 Prioris conjugadas

Uma "priori conjugada" ¢ uma escolha especial da distribuicao a priori que,
quando combinada com a distribuicao dos dados (a fun¢do de verossimilhancga), resulta
em uma distribuicao posterior que pertence a mesma familia da distribui¢do a priori. Em
outras palavras, o nucleo da distribui¢@o a priori e a distribui¢@o posterior s3o os mesmos,

o que simplifica muito os calculos (BERNARDO e SMITH, 2000).

Por exemplo, imagine que o interesse seja estimar a propor¢ao de votos que um
candidato receberd em uma elei¢do. Se atribuir uma distribui¢do beta como priori para a
proporg¢ao de votos e os dados observados seguem uma distribui¢do binomial (nimero de
votos recebidos), a distribuicdo posterior resultante também sera uma distribui¢ao beta.
Essa relagao simplifica os calculos, pois ndo se necessita usar métodos numéricos

complexos para encontrar a posterior.

Usar prioris conjugadas ¢ muito util porque facilita a atualizacdo das crengas com
novos dados de maneira analitica e direta, mantendo a mesma estrutura matematica. Isso
¢ especialmente valioso em situacdes onde atualizagdes rapidas e frequentes sdo

necessarias.

A partir do conhecimento que se tem sobre 0, pode-se definir uma
familia paramétrica de densidades. Neste caso, a distribui¢do a priori ¢
representada por uma forma funcional, cujos pardmetros devem ser
especificados de acordo com este conhecimento. Estes pardmetros
indexadores da familia de distribuigdes a priori sdo chamados de
hiperparametros para distingui-los dos parametros de interesse 6.
(EHLERS, 2003, p. 10).

Ainda de acordo com Ehlers (2003), a ideia é que as distribui¢des a priori € a
posteriori pertengam a mesma classe de distribuicdes, de modo que a atualizagdo do
conhecimento sobre 6 envolva apenas uma mudanca nos hiperparametros. Nesse cenario,
o aspecto sequencial do método Bayesiano pode ser explorado definindo apenas a regra

de atualizacdo dos hiperparametros, ja que as distribuigdes permanecem inalteradas.

Como citado acima, quando as distribui¢cdes a priori € a posteriori pertencem a

uma mesma classe de distribuicdes, tem-se uma conjugacao entre elas.
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A seguir sera apresentado um exemplo para o caso das distribui¢des Binomial e

Beta.

Exemplo: Considere uma amostra X de tamanho n da distribuicdo de Bernoulli com

parametro 6. A densidade conjunta da amostra sera:
p(x|0) =0t (1— 6)" ' =1(0;x),ondet =Y, x;ex; =0,1,i =1,...,n

que define uma classe de distribuigdes parametrizadas por 8 € [0,1]. Do teorema de

Bayes tem-se que a densidade a posteriori de 8 dado x sera da forma:

p(flx) x p(x|8) p(0) =
= p(0]x) < 1(1 — 6)""tp(0).

Observa-se que as distribuigdes a priori € a posteriori estdo conectadas pela
verossimilhanga; sendo assim, uma forma de construir a distribui¢do conjugada ¢ se
basear no niicleo da verossimilhanca que ¢ da forma 8% (1 — 8)?, que caracteriza a familia
das distribuicdes Beta. Com isso toma-se para 8 uma priori Beta. Isto &,

1 - -
p(0) = 50p 0 T (1-0)FL0<0<1cap>0.

Combinando, a priori Beta com a verossimilhanga tem-se

1
(0 (1= )" )Gy 0 (A = 0P
p(Olx) = — B(a.p) -

Sy 611 — Oy e (- 6)F1de

9a+t—1(1 _ 9)n+ﬁ—t—1
N f01(9a+t—1(1 — 9)ﬁ+n—t—1 do N

9a+t—1(1 _ 0)n+ﬁ—t—1
T Bla+tftn—t)

= P(le) e 9a+t—1(1 _ 8)n+ﬁ—t—1

Portanto, f|x ~B(a +t, + n —t) desta forma a familia de distribui¢des Beta ¢
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conjugada a Bernoulli (e consequentemente a binomial). A constante de

T . , 1 )
proporcionalidade, na densidade 0|x ¢é x= BT’ conforme demonstrado acima.

2.4 FAMILIA EXPONENCIAL

De acordo com Ehlers (2003), em alguns casos o método de conjugar prioris com
suas posteriori respectivas nao esta ligado a incerteza a respeito crenca anterior, € sim a

propriedades de manejo tratativo analitico ganhas com tal suposigao.

Ainda segundo esse autor, a familia exponencial abrange muitas das distribui¢des
de probabilidade mais comuns em Estatistica, incluindo tanto as continuas quanto as
discretas. Uma caracteristica fundamental dessa familia ¢ que ela possui uma estatistica

suficiente com dimensao fixa. (EHLERS, 2003).

Defini¢do: A familia de distribuigdo com funcao de (densidade) de probabilidade
f(x|8) pertence a familia exponencial, caso seja possivel manipular para o seguinte

formato:
f(x16) = a(x) exp{u(x)P(6) + b(6)}14(x)
Segundo o critério de Neyman-Pearson u(x) € uma estatistica suficiente para .

Exemplo: A fun¢do de densidade da distribui¢do normal ¢ dada por:

o1 (x —p)?
f(x“i;o' )_ Wexp{_ 20_2 }

Sabendo que o formato da familia exponencial ¢:
f(x18) = a(x) exp{u(x)P(0) + b(6)} 14 (x)

Para mostrar que a distribuicdo normal ¢ membro da familia exponencial

precisamos reescrevé-la da seguinte maneira:

—x? ux p?  log(2mo?)
20%2  0?207? 2

f(xlu,0%) = exp {— +

Onde:



17

e a(x) =1
. () =L, =

o2’ 202
o u(x) = (x,x%)

. b(O) = u? +log(27wz)

202 2

2.5 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Para os dados observados x, a funcdo L(8; x) = f(x|0), considerada como fungao

de 0, ¢ chamada fung¢do de verossimilhanga (BERGER,1985).

De acordo com (Berger 1985, pg.27), a intuigdo por tras do nome ‘funcao de
verossimilhanc¢a’ (‘likelihood function’) é que mais verossimil (/ikely) € o 8 quanto maior

for f(x|0).

O principio da verossimilhanca afirma que o “significado evidencial” dos
resultados experimentais ¢ caracterizado integralmente pela fun¢do de verossimilhanga,
sem outra referéncia a estrutura de um experimento, em contraste com os métodos padrao
nos quais os niveis de significancia e confianca sdo baseados no modelo experimental

completo (BIRNBAUM 1962, p.269).
2.6 POSTERIORI

Segundo Kruschke (2014), posteriori ¢ uma componente do Teorema de Bayes

usado para ponderar informagdes contidas em p(8) ¢ f(x]|6) de maneira a obtermos

p(61x):

p(6)L(0; x)
p(0)L(6; x)do

p(61x) = T o p(6)L(6; x)

Onde:

e p(0]x): A distribuigdo a posteriori do parametro 6 dado os dados x;

e L(6;x): A verossimilhanga dos dados x dado o parametro 0;



18

e p(0): A distribuigdo a priori do parametro 0, que representa o
conhecimento ou crenga sobre o parametro antes de observar os dados;
e p(x) = [p(B)L(O;x)dO: Fator de normalizagdo que assegura que a

distribuicao a posteriori seja uma distribuicao de probabilidade valida.

Pode-se questionar, se, ao desprezar a constante de proporcionalidade ndo esta
sendo cometido algum equivoco formal. A resposta ¢ que matematicamente sempre €
possivel recuperar essa constante mais tarde, se necessario. De acordo com Wasserman
(2004, p.178), na pratica, a constante de normalizagdo p(x) é frequentemente omitida
durante a analise inicial, pois a forma da distribui¢do a posteriori ¢ a mesma
independentemente dessa constante. Isto €, estamos mais interessados na forma relativa

da distribui¢dao do que em sua magnitude absoluta.

Um ponto importante a considerar ¢ a utilidade da distribuicdo a posteriori.
Primeiramente, podemos usar essa distribuicdo para obter uma estimativa pontual do
parametro que estamos investigando. Para isso, resumimos a informacao central da
distribui¢@o a posteriori. Normalmente, utilizamos a média ou a moda dessa distribuig¢@o

para obter essa estimativa (WASSERMAN, 2004).

A média a posteriori ¢ frequentemente escolhida como a medida central, pois
representa o valor esperado do parametro com base nos dados observados e na informagao

prévia.
2.7 AMOSTRAGEM DE MONTE CARLO

Segundo Gilks, Richardson e Spiegelhalter (1996), com problemas mais
complexos e de alta dimensionalidade, métodos de amostragem como Monte Carlo via
Cadeia de Markov (Monte Carlo Markov Chain - MCMC) podem ser utilizados para
aproximar a integral de normaliza¢cdo. A amostragem de Monte Carlo ¢ uma técnica
estatistica que utiliza numeros aleatdrios para resolver problemas que podem ser

deterministicos em principio.
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2.7.1.1 MCMC

Trazendo a termos leigos, dado que o proprio conceito de MCMC ja seria digno
de um trabalho por si s6, podemos entender que uma cadeia de Markov ¢ um modelo
matematico que descreve uma sequéncia de eventos, onde a chance de cada evento
depende apenas do evento anterior. Isso ¢ chamado de propriedade de Markov, ou
"propriedade sem memoria". Basicamente, ¢ como se a histéria completa do sistema

pudesse ser resumida pelo seu estado atual, sem precisar saber como chegou 14.

Para entender melhor, imagine um jogo onde os jogadores se movem entre
diferentes salas. A probabilidade de um jogador ir para a proéxima sala depende apenas da
sala em que ele esta agora, e ndo das salas pelas quais j& passou. As regras que determinam

as chances do jogador se mover de uma sala para outra sdo as probabilidades de transi¢ao.

O método de Monte Carlo usando cadeias de Markov € uma técnica para resolver
problemas complexos. Em vez de resolver o problema de uma s6 vez, ele transforma o
problema em algo que pode ser resolvido passo a passo, através de uma série de
movimentos. Cria-se uma simulacdo que vai de um estado a outro, como se estivesse
caminhando entre as salas, até que essa simulacdo atinja uma situagdo estavel, onde os

estados param de mudar. Esta situacdo estavel representa a solugao do problema.

Em termos simples, ¢ como se estivéssemos explorando um labirinto: nos
movemos de uma sala para outra seguindo certas regras até que exploremos o suficiente
para entender o layout completo do labirinto. O ponto em que paramos de aprender coisas

novas sobre o labirinto ¢ a solu¢do do problema.

Entre os métodos MCMC, os mais citados sdo o amostrador de Gibbs e o

algoritmo Metropolis-Hastings. Neste trabalho, o foco sera o amostrador de Gibbs.

2.7.1.2 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs, desenvolvido por Geman & Geman (1984) no contexto
de restauragdo de imagens, ¢ um método que utiliza um esquema markoviano de
atualizagdo. Ele possibilita a obtencdo de amostras de uma distribui¢do conjunta através
de iteragdes que envolvem amostragens das distribuigdes condicionais completas. Este

método foi popularizado entre os bayesianos por Gelfand e Smith (1990), e desde entdo
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tem sido amplamente utilizado em diversas aplicagdes. Sua popularidade se deve a sua

simplicidade conceitual e a facilidade de aplicacdo.

Seguindo Gelfand e Smith (1990) para descrever o amostrador de Gibbs,
considere a densidade a posteriori conjunta p(@|x) onde x representa os dadose 0 é o

vetor dos parametros.

As distribuigdes de cada componente individual de 6 podem ser especificadas, no
minimo proporcionalmente, a um determinado nucleo. Denotando as condicionais

completas por:
p(6;1x,04,...,0,),i=1,..,k

e o valor gerado para o i-ésimo parametro na j-ésima iteracdo por Hi(]), o algoritmo

procede da seguinte forma:

I.  Escolha de valores iniciais:
69,68, ...,61 6
II.  Paraj=1, gere um valor 91(f )da distribuicao condicional:
p(6:|x. 00767, ,007")
gere um valor Ogj ) da distribui¢do condicional:
p(92 |x, 6,097, 9,9"1))
gere um valor e§j ) da distribui¢do condicional
p(@2 |x, 69,09, 9,5"_)1)

III.  Repita o passo nimero ii. para j = 2, 3,..,m.



21

Sob condigdes gerais de regularidade, quando m — oo, os valores (Ogm), s O,Em))
convergem em distribui¢do para p(04,...,0;), ou seja, a distribuigdo da cadeia gerada
pelo amostrador de Gibbs na iteracdo m converge em distribuicdo para a distribui¢ao de
equilibrio, na norma de variagdo total, a uma taxa geométrica em m. Esta propriedade ¢
conhecida como ergodicidade. Uma consequéncia importante deste resultado ¢ que as
médias ergodicas

fin = % e f (697 convergem quase certamente para E[f(8)] quando m —

oo, se a esperanca calculada sob p, existir.
3 METODOLOGIA
3.1 METODOS DE PESQUISA UTILIZADOS

Para o desenvolvimento deste trabalho, fez-se uma revisao bibliografica como
método de pesquisa principal. Esse método consistiu em uma analise de literatura
académica, incluindo artigos cientificos, livros e outras publicagdes relevantes que
abordam os conceitos fundamentais de inferéncia Bayesiana de parametros. A revisao
bibliografica permitiu a construgdo de uma base tedrica solida e atualizada, essencial para

a compreensao ¢ aplicagdo dos métodos estudados.
3.2 DESCRICAO DO DESENVOLVIMENTO TEORICO

O desenvolvimento teodrico deste trabalho concentrou-se em fundamentar os
conceitos essenciais para a inferéncia Bayesiana de parametros. Onde abordou-se as
definigdes e propriedades das distribui¢des a priori e a posteriori, destacando a
importancia das priori conjugadas e suas vantagens na simplificagdo das atualizagdes de
conhecimento. Além disso, foi explorado a familia exponencial de distribuigdes, que
inclui muitas das distribuicdes de probabilidade mais comumente utilizadas em
Estatistica, e discutiu-se a existéncia de estatisticas suficientes de dimensdo fixa. A teoria
foi estruturada de maneira a fornecer um entendimento claro e coeso dos principios que

embasam os métodos Bayesianos.
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3.3 DESCRICAO DO DESENVOLVIMENTO PRATICO
3.3.1.Estudo I: Prioris Conjugadas

O primeiro estudo explora a teoria de prioris conjugadas para estimar a
probabilidade p de obter "cara" ao langar uma moeda. Suponhamos que p a priori siga
uma distribuicdo Beta(2, 2), que reflete uma crenga inicial simétrica em torno de p=0,5.
Para realizar a simulacdo, langaremos a moeda n= 100 vezes com uma verdadeira
probabilidade p= 0,6 e observaremos o numero de sucessos (caras), denotado por
p(x|p) = p*(1 — p)™7¢, onde t=Y",x ex; =0,1,i =1,...,n. Utilizando a
propriedade de conjugacgdo das distribui¢cdes Beta e Binomial, a distribui¢do a posteriori
de (p|x) terd uma distribuicdo Beta(2 +t,2 + 100 —t). A distribui¢do a posteriori
refletird a atualizacdo de nossa crenga sobre p apos observar os dados, ajustando-se de
acordo com os sucessos observados e reduzindo a incerteza. Este estudo demonstrara
como a inferéncia Bayesiana, utilizando prioris conjugadas, pode ser aplicada para
atualizar nossas crencas sobre a probabilidade de um evento a medida que novas

evidéncias sdo observadas.
3.3.2. Estudo II: Amostrador de Gibbs

O segundo estudo considera um exemplo cldssico de um modelo Bayesiano com
dois parametros, Bo € P1, € usa o amostrador de Gibbs para inferir suas distribui¢des a

posteriori.

Consideramos um modelo de regressao simples da forma yi = B, + [1xi + €;,
onde €;~N (0, 0%). Para simplificar, assumimos que 6>=1. Definimos as distribui¢des a
priori como By~N(0,10%) e f;~N(0,10%). Utilizando o amostrador de Gibbs, obteremos

amostras das distribuicdes a posteriori de [, € f;.

Este estudo ilustrard a aplicacdo do amostrador de Gibbs para a inferéncia

Bayesiana em um modelo de regressao.
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4 RESULTADOS

4.1. ESTUDO I: PRIORIS CONJUGADAS

Foi realizado um experimento com o propoésito de ilustrar o uso de prioris
conjugadas no contexto da inferéncia bayesiana, particularmente destacando a relagdo
entre as distribui¢des beta e binomial. Este estudo consistiu em estimar a probabilidade
de obter "cara" ao lancar uma moeda, explorando as propriedades das prioris conjugadas

e a atualizacdo das distribui¢des a posteriori.

Iniciamos simulando 100 langamentos de uma moeda, com uma probabilidade
verdadeira de sucesso de p=0,6. Na etapa da inferéncia bayesiana, empregamos uma
distribuicdo a priori X~Beta(2,2) para modelar nossa crenga inicial sobre a
probabilidade de sucesso. Apos observar os dados, atualizamos a distribui¢@o a posteriori

utilizando o teorema de Bayes, resultando em uma distribuicdo Beta(2 +t,2 + 100 —

£).

Este experimento teve como objetivo central demonstrar como as prioris
conjugadas, como a distribuigdo beta para a probabilidade de sucesso em uma distribui¢ao
binomial, resultam em distribui¢des a posteriori que podem ser facilmente interpretadas
e manipuladas. Esse aspecto fundamental da inferéncia bayesiana ¢ de grande relevancia
na pratica, pois simplifica o processo de atualizagdo de crengas com base em novas

evidéncias.

Tabela 1- Resultados obtidos a partir do Estudo de Simulagao I (p=0,60)

Parametro Estimativa Intervalo Credibilidade
2,5% 97.5%
p 0,59615 0,50076 0,68805

Fonte: Os autores.

Observando os resultados apresentados na Tabela 1, nota-se a estimativa pontual
de p ¢ muito proxima do valor tedrico esperado (0,60), e o intervalo de credibilidade
obtido ¢ relativamente estreito, o que sugere uma alta precisdo na estimativa do
parametro. A inclusdo do valor tedrico de 0,60 dentro do intervalo de credibilidade reforga

a validade dos resultados obtidos.
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4.2. ESTUDO II: AMOSTRADOR DE GIBBS

Primeiramente, foram simulados dados para uma regressdao linear simples. A
variavel dependente ¢ gerada a partir de uma combinacdo linear de uma variavel

independente, com coeficientes conhecidos fo=2 e f1=3 mais um termo de erro normal.

Foi gerada uma tinica cadeia via amostrador de Gibbs. Assim, ndo foi aplicado um
método formal para diagnosticar a convergéncia; esta foi verificada informalmente pela
proximidade dos valores estimados com os valores reais. Para cada iteragdo do algoritmo,

os valores de Bo e B1 foram atualizados usando distribui¢des normais.

Apo6s 5000 iteragcdes, as medias dos valores amostrados de o € B1 foram usadas

para calcular as estimativas pontuais e intervalos de credibilidade dos parametros.

Tabela 2- Resultados obtidos a partir do Estudo de Simulagao 11

Parametro Estimativa Intervalo Credibilidade
2,5% 97,5%

Bo 1,93902 1,73880 2,13760

B 2,98542 2,78596 3,17904

Fonte: Os autores.

Observando os resultados apresentados na Tabela 2, nota-se as estimativas
pontuais de B0 e Bl sdo muito proximas do valores tedricos esperados (B0=2 e B1=3), e
o intervalo de credibilidade obtido ¢ relativamente estreito, sugeindo uma alta precisao

na estimativa do parametro.

Betad
Betal

T T T T T T
o] 1000 2000 3000 4000 5000

T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 <
fteractes

lteracdes

Figura 1: Trajetoria para a cadeia gerada via amostrador de Gibbs, para os pardmetros o € Pi.
Fonte: Os autores.
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Por meio da analise da Figura 1, a trajetéria da cadeia gerada mostra flutuagdes
aleatérias em torno de valores constantes (sem tendéncias aparentes), isso indica

informalmente que a cadeia aparente ter atingindo convergéncia.

Ademais, esse procedimento ilustrou como o amostrador de Gibbs pode ser
empregado para realizar inferéncia bayesiana em um problema de regressdo linear,
permitindo ndo apenas estimar os parametros do modelo, mas também quantificar a

incerteza associada a essas estimativas.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo buscou explorar a inferéncia bayesiana por meio da aplicacao de duas
técnicas fundamentais: simulacao de distribuigdes conjugadas e o uso do amostrador de
Gibbs em um modelo de regressao linear simples. Ao longo desta pesquisa, alguns
aspectos relevantes foram identificados, proporcionando percepgdes valiosas para o

entendimento dessas metodologias.

A metodologia adotada neste estudo permitiu uma compreensao aprofundada dos
principios fundamentais da inferéncia bayesiana. A simulacdo de distribui¢des
conjugadas, como o caso da distribuicdo Beta conjugada para a distribui¢ao binomial,
proporcionou uma visdo clara de como as distribuigdes a priori € a posteriori se

relacionam, facilitando a andlise e interpretacao dos resultados.

Além disso, a implementagdo do amostrador de Gibbs para a estimagao dos
parametros em um modelo de regressao linear simples foi uma experiéncia enriquecedora.
Esta técnica mostrou-se uma abordagem poderosa para a inferéncia bayesiana, permitindo
ndo apenas a estimativa dos pardmetros do modelo, mas também a quantificacdo da

incerteza associada a essas estimativas.

Durante a implementacdo das metodologias, foram identificadas algumas
facilidades e dificuldades. Por um lado, a simulacdo de distribui¢des conjugadas
apresentou-se relativamente simples de implementar, uma vez que as formulas analiticas
para a distribuicao a posteriori sdo conhecidas. Por outro lado, a implementacao do

amostrador de Gibbs exigiu um entendimento mais profundo dos conceitos estatisticos
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subjacentes, bem como habilidades de programagdo mais avangadas.

A literatura disponivel corrobora consistentemente a eficacia das metodologias
exploradas neste trabalho, destacando tanto suas vantagens quanto suas limitagdes. A
inferéncia bayesiana ¢ especialmente valiosa em cenarios onde a disponibilidade de dados

¢ limitada ou a estrutura do modelo ¢ complexa.

Uma das principais forcas dessa abordagem ¢ sua capacidade de incorporar
conhecimento prévio através da distribuicdo a priori, o que pode melhorar a robustez das
estimativas quando os dados sdo escassos ou incompletos. Além disso, a inferéncia
bayesiana oferece uma forma natural de quantificar a incerteza das estimativas,
fornecendo distribuigdes completas para os parametros ao invés de simples estimativas

pontuais.

No entanto, a inferéncia bayesiana também apresenta desafios e limitagdes. A
especificagdo das distribui¢des a priori pode ser subjetiva e influenciar significativamente
os resultados, especialmente em situagdes onde ha pouca ou nenhuma informagao prévia
confiavel. Além disso, os métodos MCMC, como o amostrador de Gibbs, podem ser
computacionalmente intensivos, especialmente para modelos de alta dimensionalidade ou
quando as distribui¢des a posteriori sao complexas e dificeis de amostrar. Em tais casos,
a convergéncia das cadeias MCMC pode ser lenta, exigindo um numero muito grande de

iteragdes para obter amostras representativas da distribui¢cdo posterior.

Propostas futuras incluem a exploragao de técnicas mais avancadas de inferéncia
bayesiana, como o algoritmo de Metropolis-Hastings e o Monte Carlo Hamiltoniano, que
também fazem parte da familia MCMC. O algoritmo de Metropolis-Hastings ¢ uma
técnica generalizada que pode ser aplicada a uma ampla gama de distribui¢des, ajustando
novos valores baseados em uma distribuicdo proposta e aceitando ou rejeitando esses
valores conforme uma probabilidade especifica. Este algoritmo ¢ particularmente util em
situacdes onde as distribui¢cdes a posteriori sdo complexas e ndo se encaixam bem em
distribuicdes conjugadas. Por outro lado, o Monte Carlo Hamiltoniano (ou Hamiltonian
Monte Carlo - HMC) utiliza a fisica hamiltoniana para explorar o espaco das amostras de
maneira mais eficiente, especialmente em distribui¢des de alta dimensionalidade. O HMC
¢ indicado para modelos com muitas variaveis, onde a alta dimensionalidade torna os

métodos tradicionais de MCMC ineficazes, pois ele pode reduzir a correlagdo entre
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amostras sucessivas e acelerar a convergéncia.

Em suma, este estudo proporcionou uma s6lida compreensao das metodologias de
inferéncia bayesiana, demonstrando seu potencial e relevancia em uma variedade de
aplicagOes estatisticas e cientificas. A continua exploracdo e desenvolvimento dessas
técnicas prometem contribuir significativamente para o avango do conhecimento,
especialmente em 4reas como machine learning, onde a capacidade de incorporar
conhecimento prévio e quantificar a incerteza das estimativas traz vantagens
significativas. Essas abordagens estdo beneficiando campos como processamento de
linguagem natural, visdo computacional e modelagem preditiva, oferecendo solugdes

mais robustas e adaptativas para problemas complexos.
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APENDICE A — Cédigos em Linguagem R dos Estudos de

Simulacao

v HHHH A HAHFHTHESTUD0 1. PRIORIS CONJUGADASHHHHHHHHFHFH T
Tibrary(gridextra)
library(ggplot2)

# Sinulacdo de dados

set. seed(123)

n<- 100

p_true <- 0.6

data <- rbinom(n, size = 1, prob = p_true)
k <- sum(data)

# Inferéncia Bayesiana
alpha_prior <- 2

beta_prior <- 2

alpha_post <- alpha_prior + k
beta_post «<- beta_prior + n -k

p_bayes <- alpha_post / (alpha_post + beta_post)

# Intervalo de Credibilidade para p

ci_bayes_lower <- gbeta(0.025, alpha_post, beta_post)
ci_bayes_upper <- gbeta(0.975, alpha_post, beta_post)

cat("Estimativa Bayesiana de p:", p_bayes, "\n")
cat("Intervalo de Credibilidae de 95 para p: [", ci_bayes_Tover, *, ", ci_bayes_upper, "1\n")
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FESTUDO II: AMOSTRADOR DE GIBES#

# Simulando dados

set.seed(123)

n <- 100

X <- rnorm{n, 0, 1)

betad_true <- 2

betal_true <- 3

y <- betao_true + betal_true * x + rnorm(n, 0, 1)

# Ajuste do mpdelo de regressag linear

model «<- Tm(y ~ x)
summary (madel)

# Inferéncia Bayesiana com amostrador de Gibbs

gibbs_sampler <- function(y, x, n_iter = 1000, mud = 0, taud = 10) {

n <- Tength(y)
betao_samples <- numericin_iter)
betal_samples <- numerici{n_iter)

betad < 0O
betal <- 0

for (i in 1:n_iter) {
y_star <- y - betal = x
var_petad <- 1 / (n + 1,/tau0rz)
mean_betald <- var_betald * sum(y_star)
betad <- rnorm{1l, mean_betad, sqrt(var_betad))

X_star <- x

y_star <- y - betad

var_petal <- 1 / (sum(X_stariz) + 1/taudh2)
mean_betal <- var_betal = sum(x_star * y_star)
betal <- rnorm{l, mean_betal, sqrtivar_betal))

betao_samples[i] <- betad
betal_samples[i] <- betal

1

Tist{betad = betao_samples, betal = betal _samples)

samples <- gibbs_sampler(y, x, n_iter = 5000)

betad_estimate_bayes <- mean(samplesibetad)
beral estimate_bayes «<- mean({samplesibetal)

plot(samplesibetad, type="1", xlab="Iteracdes", ylab = "Betad")
abline{h=betaD_true, Twd=3, col=2)

plot(samplesibetal, type="1", xlab="Iteracbes", ylab = "Betal™)
abline(h=betal_true, Twd=3, col=2)

# Intervalo de Credibilidade para beta0 e betal
ci_bayes_betaD <- quantile(samplessSbetad, c(D.025, 0.975))
ci_bayes_betal <- quantile(samplessbetal, c(0.025, 0.975))

cat{"Estimativa Bayesiana de betan:", betaDd estimate_bayes, "\n")
cat("Estimativa Bayesiana de betai:", betal_estimate bayes, "\n")
cat("Intervalo de Credibilidade de 95% para betao: [", ci_bayes_betao[1], ", ", ci_bayes_betao[z2], "1\wn"™)
cat("Intervalo de Credibilidade de 95% para betal: [", ci_bayes_betai[1], ", ", Ci_bayes_betaill[z], "]1\wn")



