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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma releitura das ferramentas até entio
discutidas dos trabalhos de processos estocdstico, e utiliza-las para o foco de equacgdes diferencias
estocdsticas e integrais estocdsticas.

Serdo apresentados e descritos 0s processos estocdsticos de movimento browniano e
ruido branco, e estudar-se-4 integrais estocasticas bem como equacdes diferenciais estocdsticas,
sendo exploradas matematicamente através deste trabalho.

Serdo abordados da parte de Integrais Estocdsticas aquelas de It6 e de Stratonovich, bem
como as diferencas entre elas, inclusive graficamente.

E abordado uma modelagem tipic.a de economia, chamada Black-Scholes (ou ainda
Black-Scholes-Merton) por meio de equacao diferencial estocdstica

Palavras-chave: Processo Estocdstico. Equagdes Diferencias Estocdsticas. Integrais
Estocéticas. Movimento Browniano. Ruido Branco. Black-Scholes. Black-Scholes-Merton.



ABSTRACT

This paper’s aim is to present a rereading on the resources so far shown on the stochastic
processes works, and arrange them for stochastics differential equations problems as well for as
stochastic integrals.

It shall be presented and described the stochastic processes of the brownian motion,
as well as the white noise. Also, it shall be studied stochastic integrals, and also stochastic
differential equations, being explored mathematically throughout this paper. It will be presented
the It6 and Stratonovich Stochastic Integrals, as well it shall be explored the differences between
them. It will be presented also a usual economics model, called Black-Scholes (also known as
Black-Scholes-Merton) by the means of the stochastic differential equation.

Keywords: Stochastic Process. Differential Stochastic Equations. Stochastic Integrals.
Brownian Motion. White noise. Black-Scholes. Black-Scholes-Merton.
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1.0 Introducao

Historicamente, o entendimento dos processos estocdsticos tem um inicio académico a
partir de Wiener, que escreveu e postulou sobre o chamado movimento browniano, que portanto
ficou também conhecido como processo de Wiener (BRUSH, 1968, p. 1-2) para o caso especifico
do movimento browniano unidimensional . Esse movimento teve seu nome por conta do botanico
Robert Brown, que estudava acerca dos movimentos do pélen na dgua, com publicagdes por
volta dos anos 1828 e 1829.

A interpretacido de Robert Brown acerca da aleatoriedade dos movimentos do pélen na
agua era de que as "moléculas"(termo usado até entdo para se referir a pequenas partes vivas de
seres vivos) eram como animais, € moviam-se independentemente como tal.

Christian Wiener, em 1863, apds cerca de 30 anos de poucas publicagdes acerca do
assunto, resolveu categorizar com rigor matemdtico do que interpretava, a principio, como
movimentos de fluidos internos no pélen. (BRUSH, 1968, p.6-8) Algumas de suas interpretagdes,
como de que esses movimentos se dava pela acdo do comprimento da luz vermelha e do calor,
foram geralmente rejeitadas, mas é creditado a Wiener, por escritores posteriores, como o
primeiro autor a entender tais aleatoridades serem causadas por movimentos do préprio pélen
(que ndo fossem de origem animal, i.e., por serem vivas) (PERRIN apud BRUSH, 1909, p. 6-8).

Esses foram os primeiros passos do processo de tornar o modelo com aspectos rigorosos
matemadticos, conforme evidenciado pela citagdo de Perrin acima, contemporaneo a época. Apds
isso, cerca de 1900, Bachelier usou a teoria Browniana para descrever movimentos especulativos
na bolsa de Paris, na Franca (BRUSH, 1968, p. 13) que publicou um estudo dedicado a Poincaré,
que era um dos examinadores. Esse estudo ndo foi bem recebido pelos seus contemporaneos
franceses, mas que deve ser entendido como um dos primeiros usos da matemdtica probabilistica
de Cardano, Pascal e Fermat com sucesso para especulacdes de precos e acdes, assim como
da matemadtica financeira (WEATHERALL, 2013, p. 10). Mais posteriormente, por volta de
1905, Albert Einstein usou a teoria do movimento Browniano, com base de duas formulas
fisicas. Segundo Stephen G. Brush (A History of Random Processes: 1. Brownian Movement
from Brown to Perrin, 1968), que afirma A teoria de Einstein sobre o movimento browniano
combinou dois postulados que aparentemente nao guardavam correlagdo entre si (talvez isso
fosse uma caracteristica de Einstein). Ele usou a férmula de hidrodindmica para a forca de uma

esfera se movimentando por um fluido viscoso, e outra férmula, da teoria de solucdes, para a



pressdo osmoética de moléculas dissolvidas.”, e posteriormente: Smoluchowski, pouco tempo
depois, publicou uma derivacao mais compreensiva de um resultado similar, usando um modelo
tedrico emprestado da teoria dos gases.”.

A partir de 1920, o processo de Wiener € estudado com rigor matematico, tendo esses
dois dltimos eventos académicos como dpices do uso dessas teorias até entdo, tendo como partida
os estudos de Norbert Wiener (nao ser confundindo com Christian Wiener, citado mais cedo nesta
introducdo). Esse processo serd apresentado com maior cautela mais tarde nesta monografia.

Algo que deve ser notado entretanto € que mesmo apds o rigor matemético introduzido
por Wiener, hd problemas de nota¢do e mesmo falta de materiais disponiveis para o estudo dessa
disciplina, como afirmado por J. L. Doob tao tarde quanto 1953, que no seu livro compila (Sto-
chastic Processes, 1953), A teoria de processos estocaticos evoluiu tanto nos dltimos vinte anos
que a necessidade de haver uma compilagdo sistemética do assunto foi profundamente sentido
por estudantes de probabilidade, e o livro presente tenta relizar tal necessidade”. Posteriormente,
ainda afirma (ibidem) que ”Ainda que fosse absurdo escrever um livro sobre processo estocastico
que nao pressuponha um cendrio anterior consideravel [para o estudo] em probabilidade da
parte do leitor, ndo hd, infelizmente, sequer um texto em que se possa usar como uma referéncia
padrdo.”.

Seré nesses pilares que este trabalho se apresentard, com um novo foco entretanto: nas
integrais e equacgdes diferenciais estocdsticas. Tal como foi a dificuldade de Doob em encontrar
processos estocasticos, € em similar dificuldade encontra-los com a énfase que se buscara neste
trabalho. Isso €, este artigo tentard apresentar ao leitor, com notacdo padronizada, e organizara
ao assunto, de maneira que estudos futuros sobre o assunto se torne claro. Também, € de
interesse desse trabalho, apresentar graficamente e logicamente o que significam as integrais
estocdsticas aplicadas em um passeio aleatério, a bem do exemplo. Finalmente, na secao de
Equagoes Diferenciais Estocasticas sera apresentado o modelo Black-Scholes (ou ainda chamado

Black-Scholes-Merton) a fim de ser interpretado e resolvido na 6tica dos processos estocdsticos.



2.0 Desenvolvimento

Comecar-se-4 por motivar o movimento Browniano, através de uma equacao integral
envolvendo a densidade de probabilidade, que descreve a difusdo de uma gota de tinta em uum
liquido (se¢do [3.1). Depois serd definido o movimento Browniano para um caso discreto, na qual
o movimento se dd num tempo discretizado e somente com 2 valores possiveis (se¢do [3.2).

Também serdo analisadas as propriedades do movimento Browniano, e serd definida
a fungdo de probabilidade associada a ele e encontraremos a probabilidade condicional, a
probabiliade conjunta, a média, a varidncia e a covariancia (secao @)

Ap06s explorado o movimento Browniano, partir-se-4 para definir a integral estocdstica,
partindo do conceito de soma de Riemann para uma particao gerada por um caminho amostral.

Por tdltimo serd explorado algumas equacdes diferenciais estocdsticas, usando a integracao

estocéstica para resolveé-las.



3.0 Movimento Browniano e ruido branco

Um dos primeiros contatos com o que se entende, historicamente com algum rigor
cientifico, de movimentos brownianos tem sua origem no poeta romano Lucrécio, ou Titus
Lucretius Carus, em descrever, a fim de provar a existéncia do que se entendia de dtomos,
particulas de poeira, que as descrevia como "dancantes"(LUCRECIO APUD TABOR, 1991, p.
120). Ja por volta de 1827, conforme foi dito anteriormente, Robert Brown, botanico inglés,
quando estudava pdlens na dgua, descreveu esses movimentos academicamente. Depois disso,
autores como Einstein e Perrin traduziram matematicamente tal movimento, conforme dito na

introducao.

3.1 Motivacao

A densidade de probabilidade de uma particula de tinta se mover de x a x+&, num tempo
(pequeno) 7, é dado por py(&;7), entdo a densidade de probabilidade de uma particula se mover
de 0 a x, serd dada (conforme EVANS, 2013, p. 37-38) por

pletn)= [ (pOr—&:0)- po(E5m))dé (3.1)

em que pode se observar que foi utilizada a convolugdo (férmula da distribuicdo da soma de
variaveis aleatérias).

Da expressao no integrando, tem-se que:

e py(&;7) € a densidade de probabilidade da particula se mover ¢ unidades de comprimento

em 7 unidades de tempo.

e p(x—¢;t) é a densidade de probabilidade da particula se mover x—¢ unidades de compri-
mento em ¢ unidades de tempo, em que p(x—¢;t) independe do ponto de partida da particula.
Isto é, apenas depende de quanto ela se moveu, dessa forma a probabilidade da particula se
mover sO € influenciada pelo quanto ela se move, mas nao € influenciada do pelo ponto de

onde partiu. Essa tltima propriedade também € por vezes chamada de "falta de memdria".

¢ Quando dois eventos sao independentes, escreve-se que a probabilidade conjunta desses é

idéntica ao produto das probabilidades de cada uma dos eventos. Assim, p(x—&;t)-po(&;7)
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representa a densidade de probabilidade de dois eventos independentes: o evento em que a
particula vai de 0 a £ em um tempo 7 € o0 evento em que a particula vai de & até x (ou seja,
desloca-se x—¢) num tempo ¢. Portanto & é uma posi¢cdo que a particula passa depois de
sair de O e antes de chegar em x. O produto representa a densidade de probabilidade de

sair de 0 e se chegar em x passando por &.

¢ A integral representa acima a “soma de todas as probabilidades” que tem seu inicio em no

valor 0 até o valor x, levando-se em conta todos os valores de &

Expandindo p(x—¢;f) em uma série de Taylor de &, centrada em 0, truncando em &2,

tem-se
p(x;t+‘r):f_::0(k§0( e fzzo'%)'Po(f;T))df (3.2)
=[((p-p-&+3-p"E+0E)) m(&m))de (3.3)

~p [ (mED)dé—p [ (e pEn)dertp [D(EmEn)dE (34

sendo que p, p’ e p”’ tem (x;t) por argumento e que

p=

dp(x—£:) dp(X:1) dp(X:1) o
p(x—&;t _| dpXit =) — dp Xt (=1)= px) -1 35

4 le=o dX xi=y—g % dx X::x( ) dx =D (3:5)

==1 Jlg=0
2 p//::
—
A p(x—&;1) _ d2p(x;z)' | d-9 _ dp(X;0) :dzp(x;l) (3.6)
dg? £:=0 dx? Xi=x—¢& d¢ dX* fy.ox dx? '
=-1 &=0

Supondo que py(&;7) seja uma distribui¢do simétrica em relagdo a £€=0 (portanto seja uma
funcgdo par: py(=&;7)=po(&;7)) € que exista a média, entdo tem-se que a média pode ser escrita

como:

ro&n)=[ 7 (& pEn)de= [ (mEn)de+ [ (€ p(n)dg=0 (3.7)

=" (@&l

Uma segunda suposicido que é feita é que exista o valor esperado de &% e que seja
proporcional a 7, ou seja, fo(fz;T):DT, em que D € uma constante real.

Usando essas 2 suposi¢des, tem-se:

plet+)~p [ (poEm))dé—p- [ (EpEn))dertp [(EmEn)de (3.8)
=1 =0 =Dt
~p(et)+d C80 (3.9)
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poarD)—p(u)  p & plat)

portanto, tem-se e aplicando o limite quando 7 tende a 0, tem-se a equagao

T 2 ox?
de difusao
- (plxn)—pn)\ _ p #plxt) dp(xst) _ p 82plx;)
}_I_I)%( T )~7 0x? T 2 o2 (3.10)

3.2 Passeio aleatorio

Considere o reticulado retangular, definido pelo seguinte, conforme apresentado por
EVANS (p. 39, 2013):

{(m-Ax,n-At);(meZ)N(neZ)}, Ax>0. Ar>0 (3.11)

Considera-se uma particula em x=0 quando =0, e para qualquer momento r=n-At,
qualquer que seja a posicao x=m-Ax em que a particula esteja, a probabilidade de ela ter um
acréscimo, ou um decréscimo, de Ax nessa posicdo, apds um acréscimo no tempo de Az, € de %

(seja para o acréscimo ou para o decréscimo):

1=m=0 | |
fP(Xm;tO): s T(xm;tn+l):§'fp(xm+l ;tn)+§'£P(xm—l ;tn) (3 12)
0=m+0
qual adota-se a notagdo P(x=m-Ax;t=n-At)=P(x,,;t,) que € a probabilidade de se encontrar a
particula na posi¢do x=m-Ax no momento t=n-At, sendo que x € a varidvel aleatéria e ¢ € o
parametro. Serd adotado também que x,,=m-Ax e t,=n-At, cujo x,=0 e #,=0.

Portanto a variagdo de probabilidade ao se variar o tempo € dada por:

P (X 1)— P (st = ( LRt ) p( 1) (3.13)
=3 (P Qs 1580) =2 P st)+ P (X 131)) (3.14)
:%'(T(xm+l ;tn)_T(xm;tn)_T(xm;tn)+fp(xm—l ;tn)) (315)

que ao se multiplicar ambos os membros por (Ax)?/At, tem-se que:

X 2 X 2
(PCnstns)) = Pmit)) 5= B L (P(y131) = P(Xomit) = P(Xit) + P(Xit))  (3.16)

P(Xin3tnr1) =P Xm3tn) — 1 . (Ax)z . P X+ 138n) =P 31n) = P X 3t )+ P(Xin—151n) (3 17)
At 2 At (Ax)? :

que se indicard uma variac@o causada pelo incremento no tempo por A, e, analogamente, para o
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incremento na posi¢do, tem-se Af. Assim se pode reescrever da seguinte forma a férmula:

AT PQomst) _ 1 (A% Pyt it) = Pmit) = P(omit) + Pom—150) _ 1 (Ax)? P ;tnA)X_mm;t") —— "”)'fo"”“ ! (3.18)
At T2 At (Ax)? T2 At Ax :
A;‘P(}Cm;tn) A;T(Xm—l ;tn) A*(w)
L T Ay T A 1@ T\ M (3.19)
2 At Ax 2 Mt Ax '
_1 (Ax)? Af (AT .
PR TR e CACAREN)) (3.20)

sendo que AT P(x;t)=P(x+Ax;t)—P(x;t) € AT P(x;t)=P(x;t+At)—P(x;t), t,+At=t,1, X+ AX=X41

Se supde-se que a razdo (Ax)?/At é uma constante D:

(A0? _ 2_

entdo, quando Ar—0 tem-se que Ax—0, portanto, aplicando o limite em ambos 0os membros,

tem-se que:

) 62

d . 2
=gP(x0) =9 p(x;0)
dx2

assim, encontra-se de uma outra forma a equacao da difusao:

dP(x) _ D d*e(xt)
df 2" dx;( (3.23)

3.3 Definicao e propriedades elementares

Nesta secdo serdo apresentadas algumas propriedades do movimento Browniano (ou
processo de Wiener), como a sua fun¢do de densidade de probabilidade (a conjunta, a marginal e
a condicional), sua média, variancia e a sua autocovariancia.

3.3.1 Definicao de movimento Browniano

Um processo estocdstico real W,(w) € chamado um movimento Browniano (ou processo
de Wiener) se (EVANS, 2013):

1. Wy(w)=0 quase certamente;

w2
e 2 k-1

2. W, (w)-W,_,(w) tem distribui¢do normal: W, -w, w)= pNormal(W;O, \/tz—fl)zm;

3. Vi(t—1<ty) entdo, para todo k, tem-se que W, (w)—W,_,(w) sdo estocasticamente indepen-

dentes.
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Figura 3.2: Graficos de alguns caminhos. No primeiro tem-se uma fun¢ao w;, no segundo tem-se
uma outra fun¢ao w; e assim sucessivamente.

-10

A variavel aleatéria W, associa elementos =z de Q a valores em R. No caso do movimento
de uma particula, tem-se que w, é o evento em que a particula “encontra-se na posi¢ao w do
sistema referencial escolhido, no instante de tempo ¢, ¢ W,(w;)=w , ou seja, W,(w;) é o valor
associado a posi¢do (em outros casos, pode ser o preco de algum produto ou o valor de alguma
acdo de uma empresa). Pode ser visto que o parametro ¢ ndo altera o valor da varidvel aleatéria
w, contudo o valor de ¢ é “repassado” a probabilidade. Nas figuras 3.1 e 3.2 sdo apresentados
exemplos gréficos de amostra de pontos, de tal maneira que o supracitado pode ser percebido
visualmente.

Pode-se definir que W,(w;) retorna, na verdade, o par de valores (w,f), em que a probabili-
dade P(W,(w;)=(w,t)) € o mesmo que P(W,=w;t) sendo que w € o valor da varidvel aleatéria (ou
seja, € um valor associado a aleatoriedade) enquanto ¢ € um paramatro da funcdo de probabilidade
P, dessa forma tem-se uma familia de funcdes de probabilidade parametrizadas por ¢.

Tem-se que =, depende de ¢, uma vez que € a posicao da particula no tempo . A cada
fungio =, que se é escolhida no conjunto Q7! (conjunto das fungdes definidas no intervalo

[0;T] assumindo valores em €2), e dado um caminho diferente.

3.3.2 Funcoes de probabilidade de um processo de Wiener W,

A densidade de probabilidade para a variavel aleatoria W, € definida (EVANS, 2013, p.

41) como
2

"

D=

o
V2.7t

em que w € o valor da varidvel aleatdria e r € um parametro relacionado com a dispersao

2w, (W)=PNormal (w30, Vi)= (3.24)
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(variancia) da densidade de probabilidade. De uma maneira parecida, aplicando os critérios
de condicionalidade, a densidade de probabilidade condicional de W,,=w, dado que W, =w,
descreve-se como:

_l_(vvzﬂvl)z
e 2 n1

27 (t—17)

pode-se observar que a variancia é dada por (t,—¢,) e a média por wy, analogamente ao observado

pw,,w, Wasw)= h<t (3.25)

mais acima.
De similar maneira também, aplicando estes critérios, a densidade de probabilidade

conjunta define-se como:
1 _(wszl)z 1. (wl)2

e 2 n e 2 1
pw,, w, Wiw2)=pw, .w, W2iw1)-pw, (W1)= NG BNy (3.26)

Ao que foi previamente estabelecido, quando #,=0, tem-se que W, =0 com probabilidade
1. Portanto

Pwo.w, WiW2)=pw,,.wy W2sw1)- pw, WD =pw,, swe W2sw1)-6(W1)=pw,,.w, (W2sw1)-6(w1)  (3.27)

em que ¢ € a funcdo delta de Dirac, que possui as propriedades seguintes

Veso( [ 0Gdx=1), Vo [*7(F(x)-0(x—a))dx=F(a)) (3.28)
sendo assim, aplicando essas propriedades a seguir, abstrai-se que
Plar<wibyas<ws<b)= [ [ (pw, v ovaiw-600))dwr s (3.29)
0 <=(a;<0<by)
b (3.30)
L (o (92200 dwr =y <0<,
e conclui-se que
0 &=wi #0
pwo.w, W1,W2)=pw, ;w,(W23w1)-6(w1)= , (92:0) = =0 (3.31)
Wt2 Wo 25 1—
ou seja, reescrevendo de forma geral
o (=02 1w
2 -0 2t
Pwo.w, (0,W)=pw,.w,(w;0)= =pw, (W) (3.32)

V2-m-(t— O) \/27r

Reescrevendo a férmula da probabilidade conjunta, tem-se

pw, w, Wiw2)=pw,.w, W2iw1)-pw, W)=pw,.w, W2iw1)-pw, ;w,(w130),  0<t;<t  (3.33)

generalizando para 0=#,<t,<---<t,,, tem-se:

mlmwmwm%wmﬂmw“wmm ..... (3.34)
k=2
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3.3.3 Valor esperado de um processo de Wiener W,

TeEOREMA: Seja W um movimento Browniano unidimensional. Entdo, para todo natural n,

todas as escolhas de tempo 0=ty<t;<:--<t, e cada fun¢do f:R"—R, tem-se:
EFWryoeea Wi )= [ [ (F O pw, a0y 91:0) e piw, v, OWiWao) )Wy (3.35)

A média do processo de Wiener pode ser obtida conforme abaixo
P, )= proma(w:0, VI) . E(W)=0 (3.36)

e sua variancia por
) =proma (W30, VE) . VW)=E(W))~(EW)y’=t = (W)=t  (3.37)
~——
=0
De similar maneira a variancia acima apresentada, também se pode ter a covariancia

encontrada conforme abaixo

Cov(W, . W, )=E(W,-W, )-E(W, ) E(W,)=E(W, -W,) (3.38)
ir \/=0

e calculando o valor esperado do produto W,-W, (supondo que 0<7;<1;)

(W, Wy, )=E(W, (W, =W, + W, ) ) =E(W, -(W,, — W, )+ W) (3.39)
=E(W,,-(W, = W,) + E(W2 )=E((W, ~0)-(W,~ W, ))+1; (3.40)

\:t/j_/
=Z((W,,~Wo)-(W,,—W,))+1; (3.41)

Uma vez que € considerado que 0<7;<r;, tem-se das propriedades do processo de Wiener

que W,,—W, € estocasticamente independente de W, —W, , e se tem também que W, —W, e
W,,—W,; tem média 0, portanto

(W, W, )= (W, = Wo)- (W =W, ) J+1,=E(W, ~Wo )} £(W, —W, )+t=t;  (3.42)

=0 =0
Analogamente, se € suposto que 0<7.<t;, entdo
(W, Wy, )=E(W,, (W, =Wy, + W) )=E((W,, = Wo)-(W, = W,) ) +1, (3.43)
=E(W,,—Wo)-E(W,, W, )+t=t, (3.44)
—_— i
portanto, conclui-se que
(W, W, J=min{t;.t) (3.45)

€ consequentemente:
Cov(W,,. W, )=E(W,-W, J=min{z;.1) (3.46)
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Osservacio: W,,—W, e W, —W,, serdo estocasticamente independentes se os intervalos
de valores entre f; e t, ndo se sobreporem (ou seja, nao houver interse¢cao) com o intervalo de
valores entre #; € t,. Uma forma de impedir que haja intersecdo € fazer com que ¢ <t,<t; (outra

forma seria t;<t,<t;). Ja no caso t;<t3<t, haveria sobreposicao dos intervalos.

3.3.4 Valores esperados do ruido branco ¢

Sabe-se que o ruido branco é definido por
Wiir(w)-W,
: (w):h{%( oel@) t(w>)

(3.47)
T

Para que seja calculado E(&;), define-se:

Wi—=Wi\ 1

(L):—- E(W,r)~E(W)) |=0 (3.48)
T T | ——

——
=0 =0

o(D):=E

portanto, quando 7—0, a média continuard a ser 0.

Para se calcular £(&,,-£,,), ou seja, a autocorrelagdo, define-se que

Wﬁ +17 Wt| Wtz—r_ Wtz
¢-(t1 Jz)izf(( . )( )) (3.49)

T

1
= 7__2 E(W11+T'W12+T)_£(th +T'Wt2)_f(Wt1 'Wt2+r)+f(Wz1 ’sz) (3-50)

=min{t| +7,1,+7} =min{t| +7,17} =min{t,l+7} =min{t;,t}

S((+0)—(+7) 1 +1) EH < +T<H<hH+T

=0
S((+1)—h—t+1)  EH<HSHAT<hH+T

=(t1+17)—1>0
=1, (3.51)
T—z'((12+‘l')—12—l1+l2) EHh<HhSh+TH+T
S ———

=(tr+1)—-1;=0 SH-T<H <

L2'((1‘2+T)—t2—(1‘2-l-‘l')-|-l‘2)<:l‘2ﬁl‘2+7'ﬁl‘1Sll +T
T N

=0 SH<h—T

0 = TR Y5

|+ M e <<t 4T 15
) (D)t 1 -1 <t < (3.52)
——T—z'l2+T—2 &H—T1<hH<l

T2
0 &Hh<h—T
T 1
h=0L=¢11,h)=—== (3.53)
27
0
L=t —T=¢(t1,1)=—=0 (3.54)
T

0
Hh=t +T:>¢T(l1,l2):73:0 (355)
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1
z= = (min(ty, t) - min(ty, t, +2) - min(t; +2, t;) + min(ty +2, t, +2))
Z=minty, ) -min(ty, b +1) = min(t +1, &) +min(t; +1, £ + 1) 4

Figura 3.3: Gréfico de Mintitnetrl-minintrio)-minih.birlmini o) parg 7=1 (a esquerda) e para 7=2 (2
direita)

Lembrando que 7>0=>1;<t;+7, e que 1;<t;=1;+7<t;+7, sendo { j,k}={1,2}. Veja figura[3.3|
Tem-se que ¢.(1,t,)#0 quando t, <t,<t;+7 ou quando t, <t,+7<t;+7 (ou seja, t; —7<t,<ty),
portanto, quando #,—7<t,<t;+7. Quando 7—0, a faixa tende ao conjunto de pontos em que t;=t,

€
0 <h#hb

T—>0:>¢T(t1,t2)={ (3.56)
+oo=t =1

tem-se também:
[ @t t)dn= " O)de+ [ (B ) de+ [ (S )de+ [T (O)dn=1 (3.57)

=0 121 121 =0
=2772 =2'772
portanto, pode-se concluir que
li{%(¢r(f1,lz))=5(f2—f1) (3.58)

onde 6(t,—t;) € a funcdo delta de Dirac.

Portanto a funcdo de autocorrelagiao pode ser obtida da seguinte maneira:

r(é:ll ’ftz): Z:(é:fl 'ftz) _Z:(é:tl)'Z:(gtz):hm((ﬁ‘r(tl,t2)):5(t2_t1) (3.59)
—_———— ~—— ™0
=lim(g(r1,2)) =0 =0
™0
Seja também um processo estocdstico X;. Se V(;, ,)er2(E(X;,)=E(X,,)) € Aeerr (E(X,, - Xy, )=c(t:—11))
entdo o processo X; € chamado estaciondrio em sentido amplo. Como pode se observar, & cumpre

essas condi¢des, portanto € estaciondrio em sentido amplo.
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4.0 Integral estocastica

Nesta secdo iremos apresentar s fundaentos da integral estocéstica, visto em (EVANS,
2013, p. 59-73), e contribuiremos apresentando uma interpretacdo geométrica para as integrais

de It6 e de Stratonovich, através da qual apresentaremos uma justificativa para suas diferencas.

4.1 Soma de Riemann

Seja o conjunto
Pyi={t€l0:T1:(t=0) At =T) A¥ierr, (te<tes1) A(FEN,, )A(meN")} @.1)

denominado particao de [0;7T], sendo que:

e m ¢ o nimero de divisdes (subintervalos) em que o intervalo [0;7] seré dividido;

e 1; ¢ uma seqiiéncia estritamente crescente qualquer, com #,=0 ¢ #,,=T.

Seja a amplitude da particao definida por
|P,l:=max|t s —t)] 4.2)
JEN,,,

e a variavel 7 definida por 7;:=t;+A4-(t;z1—t;), A€[0;1], jeN_,, portanto v/le[();l](thTjStj+1), ou
seja, 7; € uma seqiiéncia de valores em que Ve _, (T i€t j+1]).

Para tal parti¢do P,, e tal seqiiéncia 7;, define-se a soma de Riemann:
AZ(W,k(w,k))::
m—1

S(f(W)»t’/l):: Z f(WTk(wTk))' Wtk+|(wtk+1)_Wlk(wtk) (43)

k=0

em que:

e f é afuncio que se deseja integrar (€ o integrando), no qual feR® (B* é o conjunto de
todas as funcdes f em que f:A— B);

e W ¢ a varidvel aleatéria em que W,(w)=w € o valor real w associado ao evento w (o evento
pode ser “encontrar o valor w ap0s realizagdo do experimento”) e o indice ¢ informa o
tempo, apesar de ndo influenciar no resultado w (ou seja, W independe de t), € usado na

distribui¢do de probabilidade;
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8 "'l

/

/

Figura 4.1: Exemplo de passeio aleatdrio

e ¢ ¢ uma sequéncia crescente contida no intervalo fechado [0;7] e ¢; € 0 j-ésimo valor dessa

seqiiéncia

e 1 ¢ um valor real pertencente ao intervalo fechado [0;1]. Se /1— entdo serd uma integral
de Stratonovich e se 4=0, entdo serd a integral de Itd (EVANS, p. 63, 2012);

e S(f(W),t,1) associa a cada amostra =;, (uma vez que tem-se uma seqiiéncia de valores de
t e que w depende de ¢, entdo tem-se uma seqiiéncia de eventos e w;, € 0 k-ésimo valor da

amostra).

Na soma de Riemann que € introduzida comumente no curso Calculo (GUIDORIZZI,
2000), tinha-se parcelas do tipo f(7i)-(tx+1—1x), em que Vi (t<ti+1) (t € crescente), portanto
sempre era tido como #,;—#>0. Agora, na soma de Riemann estocdstica, tem-se parcelas
do tipo f(W,)-(W,  —W,) e ja ndo ha nenhuma garantia de que W, —W, seja positivo, na
verdade, pode ser nulo ou mesmo negativo e W, , em relacio a k, pode ter intervalos em que é
crescente intercalados com intervalos onde € decrescente, ndo ha um padrao, tornando possivel
esses resultados ndo positivos. Um exemplo disso pode ser visto na figura 4.1, em que os
retangulos azuis se anulam com os vermelhos, e aqueles amarelos se anulam com os roxos. Isso
¢, em verde tem-se o caminho que ligam os pontos em preto (estes pontos sdo efetivamente
os valores pertencentes as amostras). Os retangulos representam as dreas cujos valores sdao
JSW)-(W,,,,—W,), cuja altura € dada por f(W,,) e a base € dada por (W, ,,—W,). Os retangulos
em: azul e em roxo representam valores positivos de f(W;,)-(W,_ ,—W, ) sendo que em azul tem-
se (f(W-)=0)A(W,,,,—W, >0)) e em roxo tem-se ((f(W,)<O)A(W,,, —W, <0)) e em amarelo
e vermelho indicam valores negativos de f(W,)-(W,  —W,) sendo que em vermelho tem-se
(f(W)=0)A(W,,,,—W, <0)) e em amarelo tem-se ((f(W.,)<O)A(W, ,—W, >0)).
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Figura 4.2: Exemplo de passeio aleatdrio visto de frente.

Uma outra maneira de enxergar o grafico descrito pela figura 4.1 € apresentado pela
figura 4.2, em que se rotaciona para que se veja de outra maneira. Observa-se que os retangulos
vermelhos e azuis de mesmo tamanho representam valores que se anulam na figura da esquerda,
assim como para os retangulos roxos e amarelos de mesmo tamanho, contudo na figura da direita,
ndo ocorre tal anulacdo. Assim a soma de Riemann estocdstica coincide, no caso em que /l:%
(figura da esquerda) com a soma de Riemann cujo intervalo tem por extremos os valores W, (w)

e W, (w) (ndo se leva em consideragdo o caminho tomado do ponto inicial até o final).

4.2 Exemplos

4.2.1 A integral na forma [(1)dW

A integral estocdstica ft T(l)dW ¢ definida por:
T =
ft (l)dW=|1}llrgo(k§O(1-(Wzk+l(wzk+1)—W;k(wzk))) (4.4)

o somatdrio da qual se estd calculando o limite pode ser reescrito da seguinte forma

n—1 n— n—1

T W -Wi)= T (W) = T =W, (4.5)
=3 (Wi )+Wy, =Wyt 5 (W)
portanto
f,T<1>szlg3|r30(§;(1-(Ww(wtkﬂ)—Wtk(wfk)»):wr(m)—wf(w,) (4.6)

4.2.2 A integral na forma f WH)daw

A integral estocdstica ft T(W)dW ¢ definida, em Riemann, por

n-1
[ wyaw= lim (k§0<wfk.<wtk+l<w,k+1>—wzk(wtk>») @.7)

Pyl -0\ k=

em que 7;:=(1-A)-fL+A-t;41 € A€[0;1].
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No caso em que A=0. se denominard integral estocéstica de Itd (cuja notagdo encontrada
na literatura é f (W)dW), e no caso em que /l:%, denomina-se integral estocdstica de Stratonovich
(sua notagao encontrada na literatura € f (W)odW).

Para se calcular tal integral, comecara-se por trabalhar nas seguintes expressoes

Wy =W, =W, =2-W, - W, +W; (4.8)
(We, =W, )*=W2 =2 W, - W, + W, (4.9)
(Wtk+1 _WTk)'(WTk_WIk):Wtk+1 'WTk_Wtkn 'Wtk_WTZk+WTk'Wtk (4.10)

e a partir da seguinte combinacdo linear delas, temos
W2, =2-We - Wy + W} =
—_——

_%'(WlkH_Wtk)z + (WTk_Wtk)z + (Wlk“_WTk)'(WTk_WZ‘/() = (411)
Wi, Wy =Wiyy We =Wy Wy =We +We - W,
== Wi Wy-73
2
=M, ’k*‘+WTk (W,.,-W,) (4.12)

e, calculando o somatério (em ambos os membros da equacao anterior), tem-se
LW, - n=1/w2 w2
kZO( e (Wi = Wi P+ (Wi, = Wi ) (Wi~ Wtk)) g( LW (W, - W,k)) (4.13)

2

Wlo Wt2 n_l
:T_Tn-l_kgo(WTk'(Wfkﬂ _Wlk)) (4 14)

portanto temos a seguinte série (tal série serd usada na soma de Riemann que define a integral
[waw)

n—1
kEO(WTk '(th _Wlk)):

2 n—1

Wy W Wi, =W
zn_ToJrz( Wt W L (W, W 2 (W, Wi (Wi — W,k)) (4.15)

Pode-se analisar cada expressio dentro do somatério por meio da convergéncia em média
quadratica para verificarmos para quais valores elas tendem.

Primeiro, para reescrever algumas dessas expressoes, define-se o seguinte

n—1
0ni= T (Wr=W,.)?) (4.16)

e lembrando que 7;:=A-;+1+(1-2)-%, tem-se que

n—1 n—1
T~ = b1 — A=At 1 — 1), kgo(Tk—lk):ﬂ'kgo(ka —ti)=A-(t,—1p) (4.17)

e assim, tem-se que

n—1
0=ty =t0)= 2, (Wr, =W ~(1i=10)) (4.18)

Agora, vamos para a convergéncia em média quadrdtica de Q,, na qual se suspeita que



22

converge para A-(¢,—ty). Tal convergéncia é expressada por

n—1 n—1

Z((Qu=2-(t—10))*)= [ ( ) ((er—Wf,.>2—(rj—tj>)-k§0((wm—Wtk)z—m—rk)))d? (4.19)
( O(k ((WT,.—ij>2—(rj—r,~)>-(<wfk—Wtk>2—(rk—rk>>)))da> (4.20)
J=

( (W =W, 2 ==t ) (W =Wy P—(ri—1)) )d )) 4.21)

Jj=0\k

=5 (2( (c (WT,.—W,,>2—(rj—r,~>>‘(<wrk—W,k>2—m—rk)>))) (4.22)

nos casos em que j#k, tem-se que os intervalos (¢;;7;) e (;7x) sdo disjuntos e portanto (W, —W,.)
e (W, —W,,) sdo estocasticamente independentes, assim, tem-se:
E((We, =W, (0=t )(We =W, P —~(1=10)) )= (4.23)
=E((We,~W,, (1)) ) E((We, =W, —(1-11)) (4.24)

e sabe-se que a média £(W,,—W, )=0 e que a variincia ¢ dada por Z((WTk—W,k)z)zrk—tk, assim
tem-se que:
E((We, =Wy~ (1= 1) )=E((We, =W, )* )~ E (=) =(Ti—ti)~(11=12)=0 (4.25)

portanto, os casos em que j#k o valor esperado € nulo, assim s6 nos interessa os casos em que
Jj=k.
Para tal caso, reescrever-se-a a expressdao de outra forma. Vamos definir a seguinte

variavel
Wi, ~ W,
Tk—1k

Y= (4.26)
tal transformacdo de varidveis, para uma expressao W, —W, que tem uma distribui¢do gaussiana
de média O e desvio padrdo de +/7,—1; resulta em que Y terd uma distribui¢do normal com média

0 e variancia constante igual a 1. Tem-se que:

(Yf— 1)‘(Tk—lk):(—(wzk__‘ztk)2 —%)'(Tk—tk):(er—Wzk)z—(Tk—lk) 4.27)
E((We, =W, ) ~(—10))=E((VF -1 (1) )=E((Vi- 1) -(ri—1)>  (4.28)
=(£(v})-2-(¥)+1)(re—1)? (4.29)

em que Z(Y;’) sdo os momentos da gaussiana, que no caso em que a média e a variincia

sdo constantes (ndo dependem de parametros), tais momentos também serdo contantes, assim,
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resume-se que (f(Y,?)—Z-Z(Y,?)+ 1):c, assim:

n—-1
£((Qu=2-ta=10))= Z (E((Wei=Wi)*~(ri=1)?)) (4.30)
n—1 n—1
:k_O(C-(Tk—lk)z)Skgo(O|Pn|-(Tk—tk)):c-|Pn|./l.(tn_t0) (43 1)

portanto, quando |P,|—0 tem-se que Z((Qn—/l-(t,,—to))2)—>0, portanto Q, converge em média
quadratica para A-(t,—ty)
Agora, voltard a expressao que se queria analisar, quando |P,|—0, tem-se, em convergén-

cia em média quadratica, que
n—1

5 (Wey =W )= 2ty —10) (4.32)

k=0

e, quando A=1, tem-se que T,=f;,, assim, da férmula anterior, tem-se:

n—1
2 (W =Wy )= ti=to) (4.33)
e para (W, W, )- (W, —W,), tem-se que tal expressio € estocasticamente independente, pois
os intervalos (#;;7¢) € (Tx;ts1) sdo disjuntos. A férmula anteriormente introduzida em 2.30 tem

como justificativa a 3.39. Entéo:

n—1
/;o((W’“‘ ~Wo)-(We, =W, ))—0 (4.34)
€ assim, tem-se
n—1 W2 Wrz
kEO(WTk-(WtM—W,k))e > —70—%-(tn—t0)+/1-(tn—t0)+0 (4.35)
e a integral estocdstica serd dada por
[ wyaw, =25 _sr st (4.36)
assim, a integral de Itd (em que A=0) serd
s w2
[fwpdw,=25 - (4.37)
e a integral de Stratonovich (em que A=1/2) sera:
s 2_ w2
[ (Wpodw,=25% (4.38)

4.2.2.1 Integral de Stratonovich (soma de Riemann)

Suponha-se que para um determinado k, haja a expressao
Wtk+l :Wlk +AW, Wtk+2:Wtk+l _AW (4.39)
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nessa situagdo, tem-se que os argumentos W, =W, +4-(W,_,—W, ) de f (sendo /l:% para a integral
de Stratonovich) serdo dados por

W =W, +35-(W,,,, —W,)=W, +5%, (4.40)

We =Wy +5-(Wy =W, =W +Aw) -2 =W, +22 (4.41)

Thk+1

portanto, nesse caso, f(W. )=f(W;,,,,), e assim as seguintes parcelas que compdem a soma de

k+1
Riemann, resultardao em

SJW )W, =W )+ W, )W, ., =W, )=f (W )-Aw+f (W, )-(—Aw)=0 (4.42)

assim, vé-se que nesse caso, quando apresenta-se no caminho amostrado uma “ida” e uma
“volta”, a drea acumulada € 0, pois a drea calculada na “ida” se anula com a drea que € decrescida
na “volta”. Assim, a integral estocdstica de Stratonovich s6 depende do ponto inicial e do final e
¢ igual a integral (ndo estocdstica).

JEW)edW,= [ (f(w)du (4.43)

4.2.2.2 Integral de It6 (soma de Riemann)

Suponha-se que para um determinado k, haja a expressao
Wi =Wy tAw, W, =W,  —Aw (4.44)

nessa situagdo, tém-se que os argumentos W, =W, +4-(W, . —W, ) de f (sendo A=0 para a integral
de Stratonovich) serdo dados por:

W =W, +0-(W,, -W,)=W,, (4.45)

W, =W, +0-(W, ,—W,. )=W, , (4.46)

portanto, as seguintes parcelas que compdem a soma de Riemann, resultardo em:
f(WTk)'(WIkH _Wtk)+f(WTk+1)'(Wthz_WtkH):f(Wtk)'AW-i_f(WZkH)'(_AW) (447)

=(f(Wi)=f(W,,))-Aw (4.48)

Assim, quanto mais “idas” e “vindas” no caminho amostral, mesmo que o ponto inicial e

(174

o final sejam os mesmos, haverd um acumulo de “4rea” (cujo sinal dependera de onde ocorrem

as “idas” e “vindas”, dependendo de qual seja a func¢ao f).
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5.0 Equacoes diferenciais estocasticas

As equagdes diferenciais estocdsticas tem suas primeiras aparicdes académicas em
Bachelier (1900) e um pouco depois, quase que simultaneamente nos trabalhos de Einstein
e Smoluchowski (ambos 1905), a fim de resolver os Movimentos Brownianos anteriormente
descritos. It6 e Stratonovich, conforme serd apresentado abaixo (EVANS, 2013 p. 83), deram

uma base mais s6lida matematicamente.

5.1 Introducio

Exemplo: dX=dW,
Seja X(1)=W,(w,), que nos da a seguinte equacao diferencial estocdstica
dX(1)=0-dr+1-dW, (5.1)

e considera-se:
2-t
UX(0),H)=e ¥ (5.2)

tem-se que a diferencial total estocéstica é calculada através da regra da cadeia de 1t
. 2. 2
dU=(U+U"-F+L-U"-G*)-dt+U"-G-dW, com U'=2e**"5" U"=2 "5, (5.3)

U=—Le"5 F=0,G=1 (5.4)
em que F € a funcdo que multiplica df e G é a fungcdo que multiplica dW,, e substituindo
tem-se
dU:(—g—z-eﬂ'x—‘i" +A-eﬂ~X—*§’-0+§-Az-eﬂ'x—‘§’-12)~dz+ﬂ-eﬂ'x—*§’-1-dW
(e )=0-dr+ 1 X5 1.dW (5.5)
d(U(W,1))=0-dt+A-U(W,t)dW

Portanto, tem-se
{dU(Wt,t):/l-U(W,,t)-dW,

2
SU(W,.H=et" 7" 5.6
U Oyt } (W) (5.6)
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5.1.1 Um exemplo do modelo de Black-Scholes) dS =u-S -dt+o-S-dW, e S (0)=s,

Black-Scholes se refere a um modelo matemético que € usado com o intuito de estudar as
dindmicas de mercados financeiros que contenham instrumentos de investimentos por derivativos

(ZVI BODIE et al., 2008). Seja a equacdo diferencial estocdstica
dS=u-S-dt+o-S-dW,

5.7
S (O):SO ( )
na qual pode-se reescrever da seguinte forma:
ds
?:p-dt+0'-dW (5.8)
e considere
U(S,H)=In(S) (5.9)

tem-se que a diferencial total estocéstica € calculada através da regra da cadeia de It6
dU=(U+U"-F+}-U"-G*)-dt+U"-G-dW com U'=S ", U"==8 2, U=0, F=pi-S, G=0-S (5.10)

em que F' € a fungdo que multiplica df e G € a funcdo que multiplica dW,, e substituindo

tem-se
AU=(0+8 "1 p-S +3-(=8 2)-(0-S )-dt+S oS -dW 5.1
dU:(p—%-O')-dHO'-dW .
integrando, tem-se
JydU= [ (u-1-0)du+ [ (c)dW, (5.12)
UGS (1)~U(S (0)=(u=5-0) (t=0)+e-(W,=Wo) (5.13)
e N
=In(S(®)  =In(so)
S (t)=sp-elH- 30N+ Wi (5.14)
5.2 Equacoes diferenciais estocasticas lineares
5.2.1 Terminologia
A equacgdo diferencial:
dX=b(X,t)-dt+B(X,t)-dW (5.15)

¢ denominada equacdo diferencial estocdstica, em que:

e X=X, (t) que depende do tempo ¢ e da seqiiéncia de eventos indexados pelo tempo w;, ou

seja, w € uma funcdo do intervalo de numeros reais [0;7'] para o espaco amostral . Para
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cada funcdo r— w;, tem-se um caminho diferente, resultando num X diferente. X assume

valoresem R;

e b é uma funcdo em que E( fOT(IbI)dt)eR, ou seja, b deve ser integravel e possuir valor

esperado finito;

e B¢ uma funcdo em que Z( fOT(Bz)dt)eR, ou seja, B deve ser quadrado-integravel e possuir

valor esperado finito;

o W=W,(w;) é uma varidvel aleatdria, sendo w um elemento do espaco amostral e # ¢ um
parametro pertencente ao intervalo [0;7]. A diferencial dW tem um significado diferente,
no sentido em que ndo varia apenas uma varidvel, e sim um intervalo delas.

5.2.2 Equacao diferencial estocastica linear
Seja a equacao diferencial estocastica
dX=b(X,t)-dt+B(X,t)-dW, em que b(x,t)=b(t)+b(t)-x € B(x,t)=By(t)+B;(t)-x (5.16)

¢ dita linear.

5.2.3 Equacao diferencial estocastica linear homogénea
Seja a equagdo diferencial estocastica
dX=b(X,t)-dt+B(X,t)-dW, em que b(x,t)=b,(t)-x € B(x,t)=B;(t)-x (5.17)

¢ dita linear homogénea.

5.2.4 Equacao diferencial estocastica linear no sentido estrito

Seja a equacdo diferencial estocdstica
dX=b(X,t)-dt+B(X,t)-dW, em que b(x,t)=b(t)+b(t)-x e B(x,t)=B(t) (5.18)

¢ dita linear no sentido estrito.

5.2.5 Solucao da Equacao diferencial estocastica linear no sentido estrito (caso em que

bi(t) é constante)

Seja a equacao diferencial estocdstica
{ AX=(bo(t)+by-X)-di+Bo(t)-dW,

5.1
X(0)=xo 619
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onde b e xj sdo constantes. A solucdo é dada por
X(H)=e""xo+ [ (€2 (u) )du+ J (€20 Bo(u) ) AW, (5.20)

5.2.6 Solucao da Equacao diferencial estocastica linear no sentido estrito (caso em que
b;(t) ndo é necessariamente constante)

Seja a equacao diferencial estocastica
{ dX=(bo(t)+b,(t)-X)-dt+By(t)-dW,

21
X(O):Xo (5 )

tem solucdo dada por
X(O=Y (1) (xo+ J (Y(u)™-bo(w))du+ [ (¥ (u)™"-Bo(u))dW, ) (5.22)

sendo que Y € a solugdo da equacdo diferencial dY=b,(¢)-Y-dt e condi¢ao inicial Y(0)=1.

5.2.7 Solucao da Equacao diferencial estocastica linear

Seja a equagdo diferencial estocastica
dX=(bo()+b,(2)-X)-dt+(By(2)+B,(2)-X)-dW

2
X(0)=xo 6:23)

sua soluc¢do € dada por
XO=Y (1) (xo+ [, (Y(2)(bo(z)=Bo(7)-By (7)) )dr)+ [ (Y (1) Bo(7) ) AW (5.24)

2
sendo que Y (t)—efor(bl”)‘ oy )d”fot(Bl(T»dW
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6.0 Consideracoes Finais

As integrais estocdsticas, conforme apresentado, se comportam um pouco diferente das
integrais comumente apresentadas quando aplicadas em funcdes nao estocdsticas, no que tange a
Riemann. Isso €, hd a incidéncia de valores negativos, portanto devendo ser interpretada como
a soma e a subtracdo (conforme peculiaridades de cada movimento, funcdo ou passeio) dos
caminhos percorridos.

Tendo apresentado as duas formas de se calcular a integral de Riemann, ou seja, por Itd
ou por Stratonovich, é reconhecido academicamente que isso leva a diferentes resultados quando,
em um mesmo processo estocdstico, utiliza-se as duas formas de integracdo, conforme afirmado
por Braumann (2005, p. 108).

Portanto, fard parte de trabalhos futuros explorar tal peculiaridade.

De igual maneira, conforme apresentadas, as equagdes diferenciais estocdsticas nasceram
como uma maneira, apresentadas nos trabalhos de Smoluchowski e Einstein, em resolver os
problemas apresentados por processos estocdsticos e mais tarde por It6 e Stratonovich. Entretanto,
ha muito campo para desenvolvimento, e portanto € e devera fazer parte também de trabalhos

futuros, inclusive na parte de equagdo diferencial parcial.
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