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Resumo

O segmento de previdéncia complementar, sendo visto como uma alternativa de complemento da aposentadoria dos
trabalhadores ao fim de sua vida laboral, vem crescendo nos ultimos anos. No periodo de 2016 a 2018, o nimero
de participantes ativos das Entidades Fechadas de Previdéncia Complementar cresceu cerca de 5% (ABRAPP,
2018). Os fundos de pensao, que compdem este segmento, representam 13,4% do Produto Interno Bruto (PIB)
do pais (ABRAPP, 2018), e sdo instituicdes que estdo expostas a diversos riscos que podem impossibilitar seu
funcionamento. O objetivo deste trabalho € analisar a incerteza presente no periodo de acumulag¢do dos planos
de contribuicao definida oferecidos por fundos de pensao, aplicando a légica fuzzy. A andlise do problema serd
feita por meio da aplicacdo da derivada fuzzy linearmente correlacionada na resolu¢do de um Problema de Valor
Inicial Fuzzy (PVIF) com condig¢@o inicial dada por um nimero fuzzy. A solug@o encontrada para o PVIF proposto
demonstra ser uma boa ferramenta que pode vir a ser desenvolvida para a determinagdo do valor a ser acumulado
por um fundo de pensdo. A ado¢do de mais varidveis que impactam a reserva a ser acumulada é uma proposta para
futuras andlises desse problema enfrentado pelos fundos de pensdo.

Palavras-chave: Gestdo de Risco. Fundos de Pensao. Conjuntos Fuzzy. Derivada Fuzzy Linearmente Correlacio-

nada.



Abstract

The complementary pension segment, seen as an alternative to supplement worker’s retirement at the end of their
working life, has been growing in recent years. In the period from 2016 to 2018, the number of active participants
of the Closed Entities of Complementary Pension Plan grew by 5% (ABRAPP, 2018). Pension funds, which make
up this segment, account for 13.4% of the country’s Gross Domestic Product (GDP) (ABRAPP, 2018), and are
institutions that are exposed to various risks that may make it impossible to operate. The objective of this paper is
to analyze the uncertainty present in the period of accumulation of defined contribution plans offered by pension
funds, applying the fuzzy logic. The analysis of the problem will be done by applying the linearly correlated fuzzy
derivative in the resolution of a Fuzzy Initial Value Problem (PVIF) with initial condition given by a fuzzy number.
The solution found for the proposed PVIF proves to be a good tool that can be developed to determine the amount
to be accumulated by a pension fund. The adoption of more variables that impact the reserve to be accumulated is

a proposal for future analysis of this problem faced by pension funds.

Keywords: Risk Management. Pension Funds. Fuzzy Sets. Linearly Correlated Fuzzy Derivative.
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Introducao

Segundo um levantamento realizado pela Associacdo Brasileira das Entidades Fechadas de
Previdéncia Complementar (Abrapp), referente ao més de novembro de 2018, os ativos dos
fundos de pensao atingiram R$ 901 bilhdes passando a representar 13,4% do PIB brasileiro
(ABRAPP, 2018), mostrando a grande representatividade desse segmento na economia brasi-
leira. Os fundos de pensao fazem parte do Regime de Previdéncia Complementar (RPC) e tém
por finalidade “proporcionar ao trabalhador uma protecao previdencidria adicional aquela ofe-
recida pelo Regime Geral de Previdéncia Social (RGPS) ou pelo Regime Proprio de Previdéncia
Social (RPPS)”(BRASIL, 1988).

Pode-se dividir a atuacdo dos participantes dos fundos de pensdo em duas fases: a de
acumulacdo e a de pagamento. A primeira fase, € o periodo que vai da adesdo ao plano até
a aposentadoria, e € nessa fase que serd acumulada a poupanca suficiente para que o parti-
cipante receba o beneficio contratado. Ja a segunda fase, compreende o periodo que vai da
aposentadoria até o fim da cobertura do plano (RODRIGUES, 2008, p.19). Nessa fase, o fundo
de pensao empenha-se em cumprir com a obrigacao de pagar o beneficio ao participante ou ao
beneficiario.

A forma de pagamento ird depender do tipo de plano contratado, que sdo divididos basica-
mente em dois tipos: plano de beneficio definido (BD) e plano de contribui¢do definida (CD).
No primeiro, as parcelas que serdo pagas pelo plano, e o valor do beneficio que serd recebido,
sdo previamente estabelecidos. No segundo, apenas as parcelas pagas na fase de acumulacao
sdo previamente definidas, sendo que o montante acumulado € incerto, pois ele dependerd de
determinadas varidveis, como a rentabilidade dos investimentos em que foram aplicadas as par-
celas e da taxa de inflagcdo no periodo considerado.

A previsao do montante acumulado por fundos de pensdes foi objeto de estudo de Oliveira
(2014), que utilizou modelos econométricos para a andlise de séries temporais referentes a
dados de rentabilidade de um fundo de pensdo. O problema de capitalizacao para planos CD foi
abordado por Penna e Moraes (2000), que desenvolveram um modelo de matemdtica financeira
que busca fornecer o saldo final do fundo de investimento, considerando alguns parametros
como o tempo de contribui¢do e a taxa de investimento. Em busca de um modelo que forneca
o equilibrio financeiro e atuarial entre o ativo e o passivo, Motta e Rocha (2002) analisaram
um modelo estocdstico para o passivo atuarial de um fundo de pensdo, utilizando o método
Simulacdo de Monte-Carlo.

Diante da importancia dos fundos de pensdo para a economia, e também da necessidade
do aprimoramento dos regimes de financiamento previdenciario, o objetivo deste trabalho é
analisar a incerteza presente no periodo de acumulacdo dos planos de contribuicdo definida,
oferecidos por fundos de pensdo, aplicando conjuntos fuzzy. Com a Teoria de conjuntos fuzzy,

surge a logica fuzzy que pode ser vista como uma extensao da logica cldssica a medida que
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possibilita dar um tratamento matemético a termos linguisticos subjetivos. Utilizando-a, pode-
se estabelecer que objetos pertencem a determinada classe por meio de graus de pertinéncia que
variam de 0 a 1, sendo que O indica que o objeto ndo pertence a classe, e 1 indica pertinéncia
total do objeto a classe.

A anélise do problema proposto sera feita por meio da aplicacdo da derivada fuzzy linear-
mente correlacionada (L-derivada), para obter-se a solucao de um PVIF, com a condig¢do inicial
dada por um niimero fuzzy. O modelo utilizado é o de capitaliza¢do continua, que representara
a variacdo do capital acumulado em relacdo ao tempo, por meio de uma funcdo diretamente
proporcional a taxa que incide sobre as parcelas pagas pelo plano (BASSANEZI; FERREIRA,
1988, p.34).

A L-derivada apresentada por Barros e Simoes (2017) é uma nocdo de diferenciabilidade
fuzzy que € indicada para processos fuzzy autocorrelacionados, ou seja, para funcdes a valores
fuzzy que relacionam determinado valor futuro com um certo valor presente.

O trabalho esta dividido em quatro sec¢des, na se¢ao 1 sdo apresentados alguns dos conceitos
fundamentais de conjuntos fuzzy que serdo necessdrios para o entendimento deste trabalho. Na
secdo 2 sao apresentados os conceitos relativos aos fundos de pensdes, como os principais tipos
de planos de beneficios oferecidos por essas institui¢des, € o processo de geracado do montante
a ser recebido pelos participantes do plano. Na secdo 3 utiliza-se a L-derivada no modelo de
capitalizac@o continua, para se obter uma solu¢do que permita modelar o periodo de acumulagdo
dos planos de contribuicdao definida de fundos de pensdo. E na secdo 4 sdo apresentadas as
consideragdes finais sobre o problema analisado.
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1 Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, sdo apresentados alguns conceitos fundamentais da teoria de conjuntos fuzzy

que servirdo de base para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Subconjuntos Fuzzy

A Teoria de Conjuntos Fuzzy foi introduzida por Lofti Asker Zadeh em 1965 com a publicacdo
do artigo “Fuzzy Sets”. A Logica Fuzzy permite dar um tratamento matemético a expressoes
linguisticas subjetivas, algo que ndo € possivel de se realizar utilizando a Logica Classica (Bo-
oleana ou Crisp). Pela Logica Classica, ao se observar um copo contendo dgua, pode-se dizer
que o copo estd cheio ou estd vazio, ndo existe um meio termo. Ou ainda, pode-se considerar
uma pessoa como baixa se ela tem menos de 1,60 metros de altura, e alta se ela tem mais de

1,80 metros, ndo € possivel estabelecer um meio termo.

Definicao 1.1 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Seja U um conjunto qualquer e A um subcon-
junto de U. A fungdo

x:U—{0,1}
definida por
1 sexeA
= 1.1
xa(@) {OsexgéA (L.

denomina-se funcdo caracteristica do conjunto A.

A funcgdo associa a cada elemento z € U o valor 0 se z ¢ A ou o valor 1 se z € A.
Porém, em muitos casos, € dificil estabelecer se determinado elemento pertence ou nao a algum
subconjunto ou classe especifica. No caso de uma pessoa que tem 1,79 m de altura, seria
mais razoavel dizer que ela pertencesse ao conjunto de pessoas altas, porém, por ndo estar no
intervalo “maior que 1,80 m”, a légica classica admite que ela se estd no conjunto de pessoas

baixas. A Légica Fuzzy atua no sentido de quantificar situacdes de incerteza como essas.

Definicao 1.2 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Seja U um espago topologico. Um subconjunto
fuzzy A de U é caracterizado por uma funcdo

valz): U —10,1] (1.2)

denominada fungdo de pertinéncia, em que p 4(x) denota o grau com que o elemento x pertence

ao subconjunto A.
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Se pa(z) = 1, o elemento z tem pertinéncia completa ao subconjunto A (caso cldssico) e se

wa(z) = 0, o elemento = ndo tem pertinéncia ao subconjunto A.

Exemplo 1 Para algumas pessoas o niimero 1 pode ser considerado proximo de 2, mas para
outras, niimeros proximos de 2 seriam 1,9 ou 2,1. Considere o subconjunto F dos niimeros reais

proximos de 2:

F(z) ={x € R: xépréximode2}.

Se definirmos a fungdo ¢ : R — [0, 1], que associa cada x real um grau de pertinéncia ao

subconjunto fuzzy “proximo de 27, pela expressdo

(I—|z—2]|) sel<z<3
or(x) =
0 sex ¢ [1,3]
entdo o subconjunto fuzzy F dos pontos proximos de 2, caracterizado por o, é tal que pr(2,001) =
0,999 e ¢r(7) = 0. Neste caso dizemos que x = 2,001 é um ponto préximo de 2 com grau de

pertinéncia 0,999 e x = T ndo é proximo de 2.

A Figura[l.1]ilustra o subconjunto fuzzy dos nimeros proximos de 2 do exemplo acima.
Pode-se observar que quanto mais distante de x = 2 estd o elemento x, menor serd o grau de

pertinéncia de x a esse subconjunto fuzzy.

wplz)

)

0.5

0,0 \

-0,5
0,0
0,5
1.0
1,5
2,0
2.9
3,0
3.5
4,0
4,5
5,0
5,5
6.0
6.5

5¢

Figura 1.1 — Subconjunto fuzzy dos nimeros proximos de 2.
Fonte: elaboragdo prépria.
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1.2 Operagdes com Subconjuntos Fuzzy

Definicao 1.3 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Consideremos A e B dois subconjuntos fuzzy de
U, com funcdes de pertinéncia indicadas por pa e pp, respectivamente. Dizemos que A é

subconjunto fuzzy de B e escrevemos A C B, se pa(x) < pp(z) paratodo x € U.

Definicao 1.4 (BARROS; BASSANEZI, 2015) (Unido). A unido entre A e B é o subconjunto
fuzzy de U cuja funcdo de pertinéncia é dada por

vaup(z) = max{pa(z), op(r)},z € U. (1.3)

Observamos que esta definicdo é uma extensdo do caso cldssico. De fato, quando A e B sdo

subconjuntos cldssicos de U temos:

1 sexc€c Aoux € B

maz{xa(z), xp(z)} = { 0 sex¢ Aex ¢ B

) 1 sex€e AUB
1 0 sex¢ AUB

= xaup(x),z € U.

Definicao 1.5 (BARROS; BASSANEZI, 2015) (Interseccdo). A intersec¢do entre A e B é o

subconjunto fuzzy de U cuja fungdo de pertinéncia é dada por
panp(x) = min{pa(z), pp(z)},z € U. (1.4)
Definicao 1.6 (BARROS; BASSANEZI, 2015) (Complementar de subconjuntos fuzzy). O com-
plementar de A é o subconjunto fuzzy A’ de U cuja funcdo de pertinéncia é dada por
oa(r) =1—pa(z),z € U. (1.5)

A Figurall.2|ilustra geometricamente as operagcdes com subconjuntos fuzzy.

AUB

@

Figura 1.2 — Operagdes com subconjuntos fuzzy: (a) unido; (b) intersecao;(c) complemento.
Fonte: Barros e Bassanezi (2015, p. 22).
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1.3 O conceito de a-nivel

Considerando-se uma situacdo que envolva incerteza, a pertinéncia de um elemento = a
determinada classe sera estabelecida, juntamente com sua funcao de pertinéncia, por meio da
defini¢do de a-nivel. Por exemplo, para o problema de classifica¢do da altura em baixa ou alta,
podemos criar uma classe de pessoas altas considerando o nivel de 0,7. Isso indica que todas as
pessoas com alturas de valor x, que tenham grau de pertinéncia p(x) > 0, 7 pertencem a classe

de pessoas altas.

Definicao 1.7 (BARROS; BASSANEZI, 2015) O «a-nivel do subconjunto fuzzy A é definido por

{r € U;pa(z) > a} para 0<a <1
[A]* = ; (1.6)
{z € U;pa(x) >0} para o =0

em que X denota o fecho do subconjunto A de U.

Observacao 1.1 O conjunto {x € U; pa(x) > 0} denomina-se suporte de A e é denotado por
suppA.

1.4 Principio de Extensao de Zadeh

O conjunto de métodos para a andlise de varidveis numéricas € visto com mais seguranga e
precisdo do que o conjunto de técnicas para anélise de varidveis linguisticas (ZADEH, 1975).
Isto, de certa forma, faz com que sistemas computadorizados tenham dificuldades em lidar com
situagdes humanisticas, ou seja, as solugdes obtidas por esses sistemas podem se distanciar da
realidade analisada.

Para se conseguir representar situacdes do “mundo subjetivo’com maior precisdo € ne-
cessario estabelecer uma ponte que ligue a teoria cldssica com a teoria fuzzy, com esse objetivo,

foi desenvolvido o Principio de Extensdao de Zadeh.

Definicao 1.8 (BARROS; BASSANEZI, 2015) (Principio de Extensdo de Zadeh). Sejam f uma
funcdo tal que [ : X — Z e A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo de Zadeh de f é a
funcdo f que, aplicada a A fornece o subconjunto fuzzy f (A) de Z, cuja fungdo de pertinéncia
¢ dada por

sup pa(z) sef7l(2) #0
pin(z) =4 G , (1.7)
0 se f 1 (z) =10

em que f1(2) = {x/f(x) = 2} denomina-se a pré-imagem de z.
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Considerando-se uma funcdo f : X — Z, esse principio tem por objetivo indicar como deve
ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de f. E de se esperar que esta imagem
seja um subconjunto fuzzy de Z.

O Teoremal|I.2]indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio de Extensdo

de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela fungdo crisp.

Teorema 1.2 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Sejam f : X — Z uma fungdo continua e A um

subconjunto fuzzy de X, com a-niveis compactos e ndo vazios. Entdo, para todo o € [0, 1], vale

F(A)]" = f(A]). (1.8)

Exemplo 2 Considere o subconjunto fuzzy A de niimeros reais cuja funcdo de pertinéncia é

dada por

(2) = 4(x —2*) sexc0,1]
rAa = 0 se x ¢ [0,1]

Os a-niveis de A sdo os intervalos da forma

Ao — B(l _Viza), %(1 + M)} |

Consideremos a funcdo real f(x) = 22 para © > 0. Como f é estritamente crescente em [0,

oof, temos

Para que possamos efetuar operagdes entre nimeros fuzzy, serd apresentado a seguir o

Principio de Extensdo para fungdes com duas varidveis.

Definicao 1.9 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Sejam f: X xY — Z e, A e B subconjuntos fuzzy
de X e Y, respectivamente. A extensdo f de f, aplicada a A e B, é o subconjunto fuzzy f (A, B)

de Z, cuja fungdo de pertinéncia é dada por:

sup minfpa(x), pp(x)] se [H(z) # 0
SDf(A,B)(Z) =g 70k , (1.9
0 se f1(2)

emque f'(2) = {(2,y) : f(z,y) = 2}.
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1.5 Numeros Fuzzy

Definicao 1.10 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Um subconjunto Fuzzy A é um niimero Fuzzy

quando o conjunto universo no qual p 4(x) estd definida é o conjunto dos niimeros reais R e

e Todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados e ndo vazios de R;

o supp A ={zx € R;pa(x) > 0} é um conjunto limitado de R.

Denotaremos por R a cole¢do de todos os nimeros fuzzy, e os a-niveis de um nimero fuzzy

A serdo denotados por [A]* = [a%, a%].

Observacao 1.3 Todo niimero real r é um niimero fuzzy particular cuja funcdo de pertinéncia

€ a sua fungdo caracteristica.

= X, () 1 sex=r
r = Tx: .
0 sex#r

Observacao 1.4 O didmetro de um nimero fuzzy A no nivel zero é dado por: diam(A) =

0 0
CL+—CL7.

Serdo apresentados trés tipos de ndmeros fuzzy: os triangulares, os trapezoidais e os em

forma de sino.

Definicao 1.11 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Um niimero fuzzy A é dito triangular se sua
fungdo de pertinéncia é da forma

(

0 sex < a
r—a
sea<zr<u
palr) =9 ©_¢ . (1.10)
seu<x<b
u—2>b
0 sex >b

\

Os a-niveis de um nimero fuzzy triangular t€ém a forma

0%, %] = [(u— a)a +a, (u — b)a + b,

para todo o € [0,1].
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T T T T
a u b R

Figura 1.3 — Numero fuzzy triangular.
Fonte: elaboracao propria.

Definicao 1.12 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Um niimero fuzzy A é dito trapezoidal se sua

fungdo de pertinéncia tem a forma de um trapézio e é dada por

([ —a
sea<x<b
b—a
1 seb<z<c
palx) = d— ) (1.11)
( ) sec<x<d
d—c
0 caso contrario

Ve

Os a-niveis do ndmero fuzzy trapezoidal sdo os intervalos da forma

[a,a}] =[(b—a)a+a,(c—d)a+d,

para todo o € [0, 1].

Figura 1.4 — Numero fuzzy trapezoidal.
Fonte: elaboracao propria.

Definicao 1.13 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Um niimero fuzzy tem forma de sino se a funcdo

de pertinéncia for suave e simétrica em relagdo a um niimero real. A seguinte funcdo de per-
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tinéncia tem estas propriedades para u, a e d dados

ex —(q;_u)Z seu—0<zxz<u+9
palz) = P a - . (1.12)

0 caso contrario.

#(z) A

L

Ql

u—9 u u+9o R

Figura 1.5 — Numero fuzzy em forma de sino.
Fonte: Barros e Bassanezi (2015, p. 47).

Os a-niveis dos nimeros fuzzy em forma de sino sdo os intervalos da forma

0 [ ”ln a—l—“ln ] sea>w (

[u — 0, u + 0] seoz<oz—e(

Q|

)
)’

ISEEY

1.5.1 Operacdes Aritméticas com numeros fuzzy

As operagdes aritméticas para nimeros fuzzy serdo definidas a partir do Principio de Ex-
tensdo para conjuntos fuzzy. Na verdade, sdo casos particulares do Principio de Extensdo em

que as fungdes a serem extendidas sdo as operacdes usuais para nimeros reais.

Definicao 1.14 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Sejam A e B dois niimeros fuzzy e \ um niimero
real.
(a) A soma dos niimeros fuzzy A e B é o niimero fuzzy A @ B, cuja funcdo de pertinéncia é

dada por

supminlpa(z), op(y)] se ¢(z) # 0
Yapp(2) = @) , (1.13)
0 se p(z) =

emque ¢(z) = {(x,y) : x +y = z}.



19

(b) A multiplicacdo de X por A é o nimero fuzzy A ©® A, cuja funcio de pertinéncia é

sup [pa(z)] seA#0 A A#0
Proa(z) = {are=s) Syl B A
Xo(2) seA=0 Xo(z) seA=0
em que Yo € a fungdo caracteristica de {0}.
(c) A diferenca A © B é o nimero fuzzy cuja funcio de pertinéncia é dada por:
sup min[pa(x), op(y)] se d(z) # 0
Yaop(z) =4 %) : (1.15)

0 se ¢(z)

em que ¢(z) = {(x,y) 1 & —y = 2}.
(d) A multiplicacdo de A por B e o nimero fuzzy A.B, cuja fungao de pertinéncia é dada por:

supminfpa(z), op(y)] se ¢(z) # 0
pap(z) =4 ¢ , (1.16)
0 se ¢(z) =10

em que ¢(z) = {(z,y) : v.y = z}.
(d) A divisdo é o nimero fuzzy A/B cuja func@o de pertinéncia é

sup min[pa(x), op(y)] se d(z) # 0
wa/p(z) = ¢ 9 , (1.17)
0 se ¢(z) =10
em que ¢(2) = (2,y) : 2 /y = =.
As operagdes entre nimeros fuzzy sdao obtidas de modo pratico com a extensao das operagoes

aritméticas intervalares, pelo teorema a seguir:

Teorema 1.5 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Os «a-niveis do conjunto fuzzy A ® B sdo dados
por
[A® B]* = [A]"® [B]*

para todo o € [0, 1], sendo @ qualquer uma das operagdes aritméticas entre intervalos fecha-

dos.

Proposicao 1.6 (BARROS; BASSANEZI, 2015) Sejam A e B niimeros fuzzy com a-niveis da-
dos,respectivamente, por [A|* = [a%,a%] e [B]* = [b%,b%]. Entdo valem as seguintes proprie-
dades:

(a) A soma entre A e B é o niimero fuzzy A ® B cujos a-niveis sdo

[A® B]” = [A]” + [B]* = [a® + b*, a® + b2,
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(b) A diferenca entre A e B ¢é o niimero fuzzy A © B cujos a-niveis sdo
A6 B)* = [A)" - [B)" = [a® — 13,5 — b°].
(c) A multiplicacdo de )\ por A é o niimero fuzzy X\ ® A cujos a-niveis sdo
A e A" =AM = { %, Aag] sed >0
(d) A multiplicacdo de A por B é o niimero fuzzy A.B cujos a-niveis sdo
[A.B]* = [A]*[B]* = {minP, maxP},
em que P = {a®b%,a?bS, afb%, a0}
(e) A divisdo de A por B, se 0 ¢ suppB, é o niimero fuzzy cujos a-niveis sdo
AT AR e[ L
—| = =[a%,a%] | —,—]| .
B [B]~ B

Definicao 1.15 (BARROS; BASSANEZI, 2015) (Diferenca de Hukuhara: A Sy B). Sejam A e

B dois niimeros fuzzy. Se existir um niimero fuzzy C' tal que A = B & C, entdo C é chamado

de Diferenca de Hukuhara de A e B e a denotamos por A ©g B. Em a-niveis, isto equivale a

dizer que
[Aoy B]* = [a® — b, a5 —bY] paratodo a € [0,1].
Como
[A© B]* = [a® — VS, a% — b2],
segue que
AoB=A0oyg B & b2 =0
ou seja,

Ao B=AcygB< BeR.

Um ponto importante € que, utilizando a diferenga de Hukuhara, a diferenga de um nimero
fuzzy por ele mesmo é igual a {0}. Essa diferenca foi utilizada para se estudar, pela primeira

vez, a derivada de funcdes a valores fuzzy.

1.6 Numeros fuzzy linearmente correlacionados

Para a introducdo da derivada fuzzy linearmente correlacionada, que € um novo conceito de
diferenciabilidade, apresenta-se a seguir algumas defini¢des consideradas basicas, que formarao
a aritmética, para o célculo de tal derivada (BARROS; SIMOES, 2017).
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Definicdo 1.16 (BARROS; SIMOES, 2017) Dois niimeros fuzzy A e B sdo ditos linearmente
correlacionados se existir ¢, 1 € R com q # 0, tais que [B]* = q[A]“ +r, para todo o € [0, 1].

Nesse caso escrevemos B = qA + r.

Exemplo 3 Sejam A, B e C € Rx em que seus a-niveis sao dados, respectivamente, por
[A]* = [o,2 — al,[B]* = [2a — 1,3 — 2a] e [C]* = [2a,5 — a. Os niimeros fuzzy B e A
sdo linearmente correlacionados, pois 3 q = 2, r = —1 € R, tais que, a igualdade [B]* =
q[A]* + r é verificada, para todo o € [0,1]. Jd os nimeros fuzzy C' e A, ndo sdo linearmente
correlacionados, pois ndo existem q e r que satisfacam a igualdade [C]* = q[A|® +r para todo
a€[0,1].

Definicao 1.17 (BARROS; SIMOES, 201 7) Se A e B sdo niimeros fuzzy linearmente correla-
cionados, a adig¢do e a subtracdo linearmente correlacionadas sdo definidas, respectivamente

por:

i) A+ B={a+bjac A,b=qa+r, comq,r € Req# 0},

ii) A—p B={a—bja€ Ajb=qga+r, comq,r € Req#0}.

1.7 Funcao e Derivada Fuzzy

Como apresentado por Simdes (2017), a nocdo de derivada fuzzy € o ponto principal para
o desenvolvimento de uma teoria de equacdes diferenciais fuzzy. A questdo fundamental para
definirmos a derivada de uma funcéo a valores fuzzy € a diferenca F'(t + h) — F(t).

Utilizando a nog¢do de diferenca para nimeros fuzzy linearmente correlacionados, o a-nivel
de F'(t+ h) — F(t) édado por [F'(t + h) —p F(t)]* = (¢ — 1)[F(t)]* + .

As expressoes “F'(t + h)” e “F(t)” formam um processo autocorrelacionado, ou seja, os
valores representados por tais expressoes sao interdependentes. Isso significa que o valor futuro
F(t 4+ h) esta relacionado com o valor presente F'(t). Esse processo autocorrelacionado é

estabelecido por meio de uma funcgdo a valores fuzzy.

Definicdo 1.18 (BARROS; SIMOES, 2017) Uma funcdo a valores fuzzy ou simplesmente funcdo
fuzzy € uma correspondéncia

F:la,b = Ryr

que para cada t € [a,b] associa um vinico F(t) € Rg.

Os a-niveis dessa funcdo sdo denotados por: [F(t)]* = [f*(t), f¢(t)], paratodo o € [0, 1].

Em seguida serdo apresentadas duas formas de se calcular a derivada de uma func¢do a

valores fuzzy considerando-se dois tipos de diferenca entre ndmeros fuzzy.
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1.7.1 Derivada de Hukuhara

Definicao 1.19 (PURI; RALESCU, 1983) Uma fungcdo F : (a,b) — Ry é Hukuhara dife-

rencidvel em ty se os limites

L Flto+h) 0n Flt) . Flts) Ou Flts—h)
h—0t h h—0+ h

(1.18)

existem e sdo iguais a algum elemento Dy F(ty) que pertence a Rx. O niimero fuzzy Dy F(to)

é chamado de H-derivada de F em t,.

Teorema 1.7 (KALEVA, 1987) Se F' : (a,b) — Rz é Hukuhara diferencidvel, entdo f°(t) e

f2(t) sdo diferencidveis e

[DuF(to)]* = [(f2)'(2), (f$)' @],
para todo o € [0, 1].

A derivada de Hukuhara fornece solucdes com didmetro crescente, ao longo do tempo,
indicando aumento de incerteza. Devido a esta limitacdo, essa derivada ndo € indicada para
problemas em que se espera incerteza decrescente ao longo do tempo, como em modelos de

decaimento populacional.

1.7.2 Derivada Fuzzy Linearmente Correlacionada

A derivada linearmente correlacionada (L-derivada) € uma noc¢ao de diferenciabilidade para
fungdes a valores fuzzy, sendo indicada para processos fuzzy autocorrelacionados localmente

F :a,b] — Rg, isto é, para cada h com valor absoluto suficientemente pequeno
F(t+h)=q(h)F(t) +1r(h)
para todo t € [a, b], sendo que q(h), r(h) € R.

Defini¢ao 1.20 (BARROS;SIMOES, 2017) Seja F : [a,b] — Ry uma funcdo a valores fuzzy
e para cada h, com valor absoluto suficientemente pequeno, sejam F(to + h) e F(ty) com t,
€ [a, b] nimeros fuzzy linearmente correlacionados. A fungdo F é dita ser L-diferencidvel em

to se existir um niimero fuzzy Dy F(to) € Ry tal que o limite

F(t h) —; F(t
lim (to +h) —r F(to)

h—0 h (1.19)

exista e seja igual a D1 F(ty). O niimero fuzzy Dy F(to) é chamado derivada fuzzy linearmente

correlacionada de I’ em ty, ou L-derivada.

Por meio do Teorema que deriva da Defini¢éo|1.20} nota-se que para determinado ¢(h),

o calculo da L-derivada recai no calculo da derivada de Hukuhara.
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Teorema 1.8 (BARROS;SIMOES, 2017) Seja F : [a,b] — Rz uma funcdo L-diferencidvel
no ponto ty € [a,b] com [F(ty)|* = [f*(to), f(to)], para todo o € [0,1]. Entdo, as fungdes
f2(t) e fE(t) sdo diferencidveis no ponto ty e, para todo h com valor absoluto suficientemente

pequeno, temos
(72 (t0), () (1)) se q(h) =1

[DLF(to)]" =

(£) (k) (£2) (t0)] se 0 <q(h) <1 . (1.20)

| [(F2) (o), () (o) | se q(h) <0
Observacio 1.9 (BARROS;SIMOES, 2017) Se q(h) > 1, tem-se incerteza crescente, e a solugdo

coincide com a obtida pela derivada de Hukuhara.

Assim, “o aparente defeito nao esta na derivada de Hukuhara e sim, em seu uso para modelar
fendmenos em que espera-se incerteza decrescente”’(BARROS; SIMOES; ESMI, 2018, p.5).

Observacao 1.10 Se F' : [a,b] — Rz é L-diferencidvel em [a,b], entdo para cada o € [0, 1],
temos:

i) Se ¢ > 1, o diam[F (t)]"
ii) Se 0 < ¢ < 1, o diam|

é uma fungdo crescente(F é expansiva);
F(t)]* é uma fungdo decrescente(F é contrativa);

iii) Se ¢ < 0, o diam[F (t)|* é uma fun¢do constante.

Exemplo 4 Seja F' : [0,5] — Rz dada por [F(t)]* = [t(2a — 1),t(2 — «)]. Vamos calcular
a L-derivada no ponto ty € (0,5). A funcdo F é linearmente correlacionada pois, para todo h

suficientemente pequeno, satisfaz
F(t+h)=q(h)F(t) 4+ r(h)

[(t+h)(2a—1),(t+h)(2—a)]=qh)[t2a—1),t(2 —a)] +r(h),

t+h
com q(h) = +T > 1 er(h) = 0. Portanto, F é linearmente correlacionada.

Calculemos entdo a L-derivada:

' F - F
Fy ) = lmy (t0+h)h L F(to)

h(2a — 1), h(2 — )]

[F (t0))* = lim

h—0
=[2a—-1,2—q].

Portanto, F; (ty) = (—1;1;2).
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2 Dinamica dos Fundos de pensao

De acordo com o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, 2015, p.139), impor-
tantes mudancas na estrutura na demografia da populagdo brasileira tém ocorrido nos ultimos
anos. O Brasil estd em uma fase da transi¢cdo demografica, onde sdo observadas baixas taxas
de fecundidade e mortalidade, ou seja, as pessoas estdo passando a ter uma maior expectativa
de vida e, em contrapartida, a proporcao de idosos na populacdo estd aumentando, o que pode
trazer problemas ao sistema previdencidrio vigente. O sistema previdencidrio brasileiro € ba-
seado no regime de reparticdo simples, que consiste na ideia de que os trabalhadores ativos
financiam a aposentadoria dos aposentados. Como a propor¢do de idosos estd cada vez maior,
a previdéncia tende a ter uma sobrecarga de beneficios a pagar, e a quantidade de trabalhadores
ativos pode ndo conseguir financiar as aposentadorias, pelo regime de reparticao simples.

Esse cendrio apresentado justifica o crescimento da previdéncia complementar no pais, pois
os trabalhadores passam a buscar formas de garantir um valor de aposentadoria mais confortavel
ao fim de sua vida laboral. As entidades de previdéncia complementar fazem parte do setor
de previdéncia privada e podem ser divididas em fechadas ou abertas, sendo que a principal
diferenca entre elas diz respeito a quem pode adquirir e participar do planos de beneficios ofe-
recidos. Qualquer pessoa pode contratar um plano de beneficio oferecido por uma entidade
aberta de previdéncia complementar, ja para adesdo a planos por meio de entidades fechadas,
deve-se existir algum vinculo empregaticio ou associativo entre o individuo e determinada em-
presa ou associac¢ao, para a constituicdo de um fundo de pensdo. Os fundos de pensdo sao
caracterizados por ser entidades fechadas de previdéncia complementar, e t€ém por objetivo pro-
porcionar ao trabalhador, no fim de sua vida laboral, um complemento a renda obtida com sua
aposentadoria.

Os fundos sdo geridos por instituicdes que estao expostas a diversos riscos e incertezas em
todo o processo de gestdo dos recursos. O principal risco enfrentado por essas instituicoes € o
risco de mercado, ou seja, a possibilidade de perda devido a mudancas nos precos ou parametros
de mercado. Referindo-se aos fundos de pensdes, o risco de mercado se torna visivel quando
existe a “impossibilidade de acumular e/ou manter recursos compativeis com 0os compromissos
assumidos para com os seus participantes”’(RODRIGUES, 2008, p.20).

Como apresentado por Pinheiro (2007), as varidveis que influenciam a situacdo financeira
e atuarial dos planos de beneficios, oferecidos pelos fundos de pensdo, podem ser de ordem
econOmica, demografica, dentre outras. Este trabalho trata-se de uma andlise financeira do
problema considerando apenas varidveis econdmicas, como a taxa de juros e de inflacio, que
influenciam os ganhos com os investimentos. Esses investimentos dizem respeito a aplicagao
das parcelas pagas pelos participantes dos planos do fundo de pensdo, em certos segmentos de
aplicacao como, em titulos de renda varidvel ou titulos de renda fixa.

A atuagdo dos fundos de pensao pode ser dividida em dois periodos: o de acumulacdo e o de
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pagamento. O primeiro inicia-se com a adesao do individuo ao plano e vai até a aposentadoria
(ou até a geracdo de pensdo por morte), e é durante este periodo que é acumulado o valor
para o pagamento do plano beneficio, por meio dos investimentos. Ja o segundo, € a fase de
pagamento do plano beneficio, e vai da aposentadoria até o falecimento do participante ou de
seu beneficidrio.

Os tipos de planos de beneficios oferecidos sdo divididos, basicamente, em dois: plano de
beneficio definido (BD) e plano de contribuicao definida (CD). No primeiro, as parcelas que
serdo pagas pelo plano e o valor do beneficio que seré recebido sdo previamente estabelecidos,
sendo que as parcelas sofrem reajustes anuais. No segundo, apenas as parcelas pagas na fase
de acumulagdo sdo previamente definidas, sendo que o montante acumulado € incerto (RODRI-
GUES, 2008, p.19). Os fundos de pensdo podem utilizar dois métodos de acumulacdo, para
conseguir as provisdoes necessdrias para o pagamento dos planos de beneficios: o regime de
reparti¢do simples ou de capitalizagao.

A Figura[2.T|ilustra a forma de constitui¢do de reservas em planos CD, em que os contribuin-
tes, formados por trabalhadores e empreséarios, fazem contribui¢des ao fundo por intermédio das
entidades fechadas de previdéncia complementar. Essas entidades gestoras do fundo de pensdo
ficam responsdveis por investir os recursos de forma a garantir a melhor rentabilidade possivel,

e os ganhos obtidos sdo depositados em contas individuais dos participantes do fundo.

Participantes Investir Rentabilidade

M & = .
N - £
* ﬂ ﬁ* Fpc ‘ Conta.mantida em nome de cada par‘ticipfnte
— iy & & 8|6

(&)
¥ ¥ i

Figura 2.1 — constitui¢do de reservas em planos CD
Fonte: ABRAPP (2018, p.14)

Como apresentado anteriormente, um fundo de pensao lida diretamente com diversos riscos,
que consistem na probabilidade de perda de recursos, em todo seu processo de gestdo. O inves-
timento no desenvolvimento de técnicas que permitam melhorar a dindmica e o funcionamento

dessas institui¢des tende a ser de grande importancia e interesse para o mercado. Diversos tra-
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balhos sdo desenvolvidos tentando contribuir de diferentes formas com o aperfeicoamento da
gestdo de recursos dos fundos de pensao.

Nesse sentido Motta e Rocha (2002), consideraram alguns parametros de risco como, a taxa
de inflacdo e de crescimento salarial, com o objetivo de obter um modelo estocéstico, que estime
o valor a ser acumulado por um fundo de pensdo, para que se estabeleca o equilibrio financeiro
e atuarial. Para atingir tal objetivo utilizaram o método de simulacdo Monte Carlo, por meio
do qual consegue-se avaliar o problema considerando-se diferentes cenérios. A principal con-
clusdo obtida nesse estudo foi que a escolha dos pardmetros a serem considerados no modelo,
e as caracteristicas de cada plano, sdo fatores de grande influéncia na formacao das reservas
matematicas para o pagamento dos beneficios. Com o mesmo objetivo, Oliveira (2014), de-
senvolve uma andlise econométrica utilizando dados de rentabilidade de determinado fundo de
pensdo. Essa andlise consiste em obter uma previsao da rentabilidade do fundo que € utilizada
para estimar o valor do fundo de pensdo em determinado tempo.

Percebe-se por meio desses trabalhos que existem pelo menos dois pontos importantes que
sdo fontes de estudo relativos a previsdo do valor acumulado por um fundo de pensdo, sob a
Otica financeira. Um diz respeito a necessidade de se manter o equilibrio entre os ativos e as
obrigacdes assumidas, outro € em relagdao ao valor do rendimento obtido com a aplicacdo dos
recursos, que ¢ determinado pelo valor da taxa de rendimento dos investimentos.

Como apresentado por Penna e Moraes (2000), deve-se procurar estabelecer “taxas justas’de
contribui¢do, no sentido de ndo gerar déficit nem mesmo superavit de reserva matematica acu-
mulada. Este trabalho tem por objetivo, analisar o periodo de acumulacdo para planos CD,
considerando o regime de capitalizagdo, por meio do modelo de capitalizacdo continua. A
andlise sera feita utilizando a 16gica fuzzy, permitindo-se assim, incorporar ao problema parte
da incerteza presente no processo de acumulagdo.

A poupanga gerada em determinado instante ¢ do periodo de acumulagio é dependente de
muitas varidveis, como as citadas anteriormente. Essa poupanca é formada pelo pagamento
de valores fixos (parcelas) em planos CD, e também pela rentabilidade dos investimentos que
depende de varidveis incertas como as taxas de juros e de inflagdo. Portanto, analisando a
situacdo no presente, tem-se um processo de geracao de poupanca que fornecera uma capital
incerto, e é este montante incerto que assumiremos como a condi¢do inicial incerta para um

problema de valor inicial fuzzy.
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3 Fundos de Pensao e Modelagem Fuzzy

O problema de valor inicial fuzzy para o modelo de capitalizacdo continua permite-nos
modelar o processo de incorporacdo de juros ao capital (C), considerando uma taxa de corre¢ao

continua para o juros (A) e uma condigéo inicial (Cj), por determinado periodo de tempo, ou

seja
dC
dr AC . (3.1
C(0) = Cy

3.1 Condicao inicial classica

Considerando-se o caso cldssico, para uma condigéo inicial Cy, a solugdo do Problema [3.1]

¢ dada por

C(t) = Coe™. (3.2)

A figura ilustra a solucdo classica para o PVI do modelo de capitalizagdo continua.
Considerando A como a taxa anual de rendimento dos investimentos e fazendo a condi¢ao inicial
Cy = C;, que é o capital acumulado em determinado instante ¢ do periodo de acumulagio,
obtém-se uma curva exponencial demonstrando o aumento cresencente de capital ao longo do

periodo.

15

C(f) (x 10%6)
10
I

Figura 3.1 — Representagdo grafica da solugdo classica C'(t) do PVI com A = 0,06 e
condigdo inicial C; = 3 x 10°.

A condicao inicial do PVI, que neste estudo € o valor acumulado pelo fundo em um instante

~

t, € uma varidvel que depende de muitos fatores como apresentado anteriormente. Portanto,
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a realizacdo da andlise por meio da teoria de conjuntos fuzzy pode permirtir a incorporagcdo
dessas incertezas ao modelo de capitalizacdo continua, para a obtencdo de uma solu¢do mais

abrangente e que se ajuste as necessidades e caracteristicas do fundo de pensao.

3.1.1 Taxa instantanea de capitalizacao

A taxa \ considerada no problema[3.6]¢é a taxa instantanea de capitaliza¢do, que pode ser ob-
tida por meio da relacdo entre taxa de juros nominal e taxa efetiva de juros (GARCIA; SIMOES,
2010). Uma taxa € considerada efetiva quando o periodo de formacgdo e incorporacao dos ju-
ros ao capital coincide com aquele a que a taxa estd referida, e € nominal quando estdo em
diferentes unidades de tempo.

Considerando-se n como o nimero de capitalizagdes no periodo e uma taxa nominal 7,,, a

taxa efetiva anual ¢ é obtida por meio de

1= (1 + Z—n) -1 (3.3)

n
Para a obtencdo da taxa instantanea de juros, que seré utilizada no modelo de capitalizacao
continua, consideram-se periodos infinitos de capitalizacao, pois essas capitalizacdes sdo reali-

zada a cada instante ¢, pode-se entdo fazer n tender ao infinito onde obtém-se

i=e -1, (3.4)

ou

A= In(1+1), (3.5)

Sendo A, a taxa instantanea de juros.

Para a anélise do valor acumulado pelo fundo de pensao considera-se que o rendimento dos
investimentos € dado por essa taxa instantanea de juros. Sao incorporados as parcelas pagas pelo
participante do fundo, os rendimentos obtidos nas aplicagdes, formando a poupanca necessdria

para pagamento do plano de beneficio.

3.2 Condicao inicial fuzzy

Iremos considerar que o Sistema modele o periodo de acumulacdo para os planos de
beneficios CD, sendo que a condicdo inicial Cj serd substituida por C; que representard o valor
que é acumulado pelo fundo em determinado tempo £, para o pagamento do beneficio ao par-
ticipante. A taxa de correcdo A, representard o rendimento do investimento, ou seja, a taxa de

juros que incide sobre as contribui¢des do beneficidrio do plano. Como o montante no instante ¢
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do periodo de acumulagdo é uma varidvel com certo grau de incerteza, iremos fazer esta analise

via teoria fuzzy, utilizando o seguinte PVIF

ac
& =IO a6
C(t) = Cf € Rr

O parametro A € um numero real positivo e representa a taxa de rentabilidade do investi-
mento onde s@o aplicadas as contribui¢des dos participantes do plano, e a condi¢do inicial re-
presenta o montante obtido no instante ¢ do periodo de acumulagio do plano CD. Para a andlise
do Problema a condig¢do inicial serd considerada incerta, sendo modelada por um nimero
fuzzy. O parametro que representa a taxa de rentabilidade serd dado pela taxa instantanea de
capitalizacdo, que serd apresentada a seguir.

Ao assumirmos que a condi¢do inicial serd modelada por um niimero fuzzy estamos consi-
derando que o processo de obtencdo do montante para o instante ¢ do periodo de acumulacio é
permeado de incertezas. Parte-se do pressuposto de que esse montante € composto pelas parce-
las fixas pagas pelos participantes do fundo de pensado, e também pelo ganho incerto obtido nos
investimentos que sao incorporados ao capital inicial.

Para a andlise do modelo aplica-se o conceito de derivada fuzzy linearmente correlacionada,
que € indicada para processos fuzzy autocorrelacionados, ou seja, para fungdes que para cada
numero real associam um numero fuzzy. E além disso se, para todo h com valor absoluto

suficientemente pequeno, consegue-se estabelecer a seguinte relacao

[C(t+W)]* = q®)[C@)]" +7r(h). 3.7

Isso significa que o montante C' em um instante ¢ + h estd relacionado com o montante C
em um instante anterior ¢. Sendo que os a-niveis da fun¢ao C(t) sdo denotados por [C(t)]* =
[C(t),CL(t)], paraa € [0, 1].

Admitindo que a solu¢do € um processo fuzzy linearmente correlacionado, e que a equacao
seja satisfeita para um valor g(h) > 1, temos que C'(t + h) > C(t), ou seja, o valor futuro
acumulado por um fundo de pensdo aumenta com o passar do tempo. Utilizando o Teorema

temos que, para cada o € [0, 1] devemos resolver o seguinte sistema

{ [C(t), CL(t)] = A[C2(t), CL(1)] (3.8)
C;eRr e A>0
ou seja,
{ (03)1@) = \C%(t), com C° (t:) =y | (3.9)
(C) (t) = ACL(t), com CL(t) = CF,
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que para cada o € [0, 1], obtém-se como solucao

o _ a At
{ C=(t) = CiLe (3.10)

A

Ci(t)=Cjle
Observa-se que para cada valor de ¢ fixo, obtém-se um numero fuzzy diferente, e cada
numero fuzzy representa o valor acumulado pelo fundo de pensdo naquele instante ¢. Além

disso, o didmetro de C(t) dado por

diam(C') = C§+6’\t — Cf_e” = 6/\t<Ct9+ - Ctp—)

¢ crescente para todo A > 0 et > 0, o que apresenta concordancia com o problema estudado. O
valor acumulado por fundos de pensdo tende a ser maior, quanto maior o tempo de contribui¢cdo
ao plano de beneficio, pois mais juros serdo reincididos sobre as parcelas pagas.

Para a obten¢do da condicdo inicial e da taxa de rendimento, foram utilizados dados de
um consolidado historico de fundos de investimento (AMBIMA, 2019). A condicao inicial foi
obtida com base no valor do patrimonio liquido de fundos de investimento dos ultimos dez
anos, que em média foi de, aproximadamente, R$3 milhdes. Utilizando o desvio padrdo entre
os valores da amostra de dados, que foi cerca de R$1,2 milhdes, obtém-se o seguinte nimero

fuzzy triangular:

[C;]* = [1200000c + 1800000, —1200000cx + 4200000].

O valor para a taxa A foi obtido por meio de uma média ponderada entre a rentabilidade de
fundos de investimento de renda fixa e de a¢des de indice ativo, considerando os pesos de 80% e
20%, respectivamente. A Figura[3.2]ilustra o comportamento geométrico de[3.10] considerando
A = 0,06 e condi¢do inicial dada por um nimero fuzzy triangular, cujos a—niveis sdo dados
por [C;]* = [1200000c« + 1800000, —1200000cx + 4200000].

=107

Figura 3.2 — Representagdo grifica da solugdo fuzzy C(t) do PVIF no plano C(t)
com ¢g(h) > 1,A = 0,06 e condi¢do inicial [C;]* = [1200000cx +
1800000, —1200000cx 4+ 4200000].
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Nota-se que, se a condi¢do inicial for dada por um niimero real, isto é, ;2 = C;} = Cy,

para todo « € [0, 1], entdo a solugéo [3.6|coincide com a solugio cldssica, ou seja

C(t) = Co@At.

Além disso, essa solucdo € preferida no sentido de que para cada ¢ > 0, ela pertence a
solucdo fuzzy [3.10|com grau de pertinéncia igual a 1. A Figura [3.3| apresenta a solucdo fuzzy

no espago-C'ta.

o i)

Figura 3.3 — Representagdo grafica da solugdo fuzzy C(t) do PVIF no espago-C'ta
com ¢g(h) > 1,A = 0,06 e condi¢do inicial [C;]* = [1200000cx +
1800000, —1200000cx 4+ 4200000].

Em ambas as figuras os maiores e menores valores de associacdo sdo representados respecti-
vamente pelas cores preto e branco. A forma do grafico na Figura[3.2]¢ justificada pelo aumento
do diametro da solug¢do ao longo do tempo.

Nota-se ainda que, para diferentes valores de tempo ¢ de aplicacdo do capital (que seriam as
parcelas pagas pelos participantes do plano), obtém-se um numero fuzzy triangular diferente,
que por sua vez fornece um subconjunto fuzzy de valores de C(t) para todo grau de pertinéncia
a € [0, 1]. Portanto, para a obten¢@o de um capital de interesse a ser acumulado por um fundo
de pensdo, deve-se determinar o instante ¢, e também fixar um valor para «.. De acordo com a
escolha destes valores, juntamente com a escolha da taxa A e da condicdo inicial C};, obtém-se
uma solugdo que represente uma aproximacgao do valor que deve ser acumulado pelo fundo de

pensao.
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4 Consideracgoes Finais

Como apresentado inicialmente, os fundos de pensao sio de grande importancia para a eco-
nomia brasileira, contribuindo com cerca de 13% do PIB do pais. Entretanto, essas instituigoes
estdo expostas a diversos tipos de riscos que podem tornd-las incapazes de cumprir com sua
principal obrigagdo: pagar os planos de beneficios contratados por meio do acimulo de uma
reserva financeira e atuarial equilibrada.

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma andlise acerca da incerteza presente na fase
de acumulacao dos planos de contribuicao definida, utilizando conjuntos fuzzy. Para a anélise,
utilizou-se um PVIF adotando o modelo de capitaliza¢do continua e a condi¢do inicial incerta,
sendo modelada por um nimero fuzzy. Considerou-se ainda que o pardmetro A do modelo de
capitalizac@o continua representasse a variavel rentabilidade dos investimentos.

O solucdo do PVIF foi obtida pela aplicacdao da L-derivada, uma derivada fuzzy indicada
para processos fuzzy autocorrelacionados. A solugdo obtida em apresenta didmetro cres-
cente ao longo do tempo. Para cada valor de ¢ fixo, obtém-se um numero fuzzy diferente, e
cada nimero fuzzy representa o valor acumulado pelo fundo naquele instante ¢. Portanto, para a
obtencdo de um capital de interesse a ser acumulado, deve-se determinar o instante ¢, e também
fixar um valor para a.

Este trabalho limitou-se a exploracdo financeira do problema do valor acumulado por fundos
de pensdo, por meio de uma andlise deterministica, incluindo a l6gica fuzzy. Reconhece-se o
fato de que a adocao de premissas atuariais € de grande importancia para problemas como este,
pois envolvem expectativas de vida e probabilidades diversas. Como propostas de complemen-
tar tal estudo, pode-se ser adicionada ao modelo varidveis de premissas atuariais que possam
trazer cada vez mais o problema analisado para a realidade enfrentada no gerenciamento dos

fundos de pensao.
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